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Òåçèñû äîêëàäîâ XVII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû
è êîíñòðóèðîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è ðåøåíèå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ñ ïðèëîæåíèåì ê ìíîãîïðîöåññîðíûì ñèñòåìàì", ïîñâÿùåííîé ïàìÿ-
òè Ê.È. Áàáåíêî (Äþðñî, 16-20 ñåíòÿáðÿ, 2008).

ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Êîíôåðåíöèÿ âêëþ÷àåò ëåêöèè è äîêëàäû ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êå, àýðî-ãèäðîäèíàìèêå, ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè. Îáñóæäàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ
ðàçâèòèÿ àëãîðèòìîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ òåõíîëîãèé. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî÷íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé êðà-
åâûõ çàäà÷ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ñòð. 90.

Proceedings of the XVII All-Russian Conference "Theoretical bases and gene-
ration of numerical algorithms to solve mathematical physics problems with appli-
cation to multiprocessor systems", devoted to K.I.Babenko (Durso, 16-20 Septem-
ber, 2008)

ABSTRACT

The conference includes lectures and reports on computational mathematics,
aero-hydrodynamic, molecular biology. The development of mathematical physics
algorithms and the parallel computational technologies are discussed. The theore-
tical problems on di�erential equations, exact and asymptotic solutions of boun-
dary problems are considered.



Î ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÃÅÊÑÀÝÄÐÀËÜÍÛÕ ÀÄÀÏÒÈÂÍÛÕ ÑÅÒÎÊ

Àçàðåíîê Á.Í.
Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðåäñòàâëåí âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ àäàïòèâ-
íûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê, ñîñòàâëåííûõ èç ãåêñàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê[1]. Ñåòêà ñòðî-
èòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè ñ çàäàííîé êóáè÷å-
ñêîé ñåòêîé íà ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå, ïåðåìåííûìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ îáû÷íûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû â ôèçè÷åñêîé îáëàñòè è êîì-
ïîíåíòû ìîíèòîðíîé âåêòîð-ôóíêöèè. Ïðîåêöèÿ êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêè,
ïîñòðîåííîé â ìíîãîîáðàçèè, íà ôèçè÷åñêóþ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíîé
ñåòêîé. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìîé ÿ÷ååê ñåòêè ââîäèòñÿ åùå
îäíî îòîáðàæåíèå. Ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùèå îòîáðàæåíèå íàõîäÿòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà. Ôóíêöèîíàë çàâèñèò îò ìåòðè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ äâóõ ìåòðèê. Îäíà ìîíèòîðíàÿ ìåòðèêà ïîðîæäàåòñÿ êðèâîëèíåé-
íîé ñåòêîé, ãåíåðèðóåìîé â ìíîãîîáðàçèè, à âòîðàÿ óïðàâëÿþùàÿ ìåòðèêà îò-
âå÷àåò çà äîïîëíèòåëüíîå óïðàâëåíèå ôîðìîé ÿ÷ååê êîíñòðóèðóåìîé ñåòêè.
Áåñêîíå÷íûé áàðüåð íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà íåâûðîæäåííûõ ñåòîê, ñîñòîÿùèõ
èç 12-ãðàííûõ ÿ÷ååê, ïðåïÿòñòâóåò âûðîæäåíèþ ñåòêè â ïðîöåññå åå ïîñòðîå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãåêñàýäðàëüíûå ñåòêè òàêæå ïîëó÷àþòñÿ
íåâûðîæäåííûìè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû àäàïòèâíûõ ñåòîê.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÎÌÍ ÐÀÍ (ïðîãðàììà � 3).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. ÀçàðåíîêÁ.Í. Âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ àäàï-

òèâíûõ ñåòîê//Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2008. Ò. 48. � 5. Ñ.
100�119.

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈÉ Ñ
ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒßÌÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÐÀÇÐÛÂÎÂ È

ÔËÓÊÒÓÀÖÈßÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
Àçàðîâà Î.À.

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïóëüñàöèîííûõ òå÷åíèé ñ íåóñòîé-

÷èâîñòÿìè êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ è âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíîé âîëíû ñ òóðáó-
ëåíòíî-ïîäîáíûìè ôëóêòóàöèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíûõ ñõåì íà ìè-
íèìàëüíîì øàáëîíå. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäñòàâëåí îäèí âàðèàíò ðàç-
íîñòíîé ñõåìû èç ñåìåéñòâà ñõåì íà ìèíèìàëüíîì øàáëîíå (ñì. [1]) äëÿ ðàñ-
÷åòà äâóìåðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé ãàçà. Ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé, êîí-
ñåðâàòèâíîé è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè.

3



Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áåñêîíå÷íîãî ðàçî-
ãðåòîãî ðàçðåæåííîãî êàíàëà ñ öèëèíäðè÷åñêèì óäàðíûì ñëîåì íà îñíîâå
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà (ñì. [2]). Èññëåäîâàíû äåòàëè òå÷åíèÿ, ñîïóòñòâó-
þùèå ïåðåñòðîéêå ñòðóêòóðû îáòåêàíèÿ, òàêèå êàê ðàçâèòèå ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïóëüñàöèîííûõ ðåæèìîâ, âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòåé êîíòàêòíûõ ðàçðû-
âîâ, ïîäîáíûõ íåóñòîé÷èâîñòè Ðèõòìàéåðà-Ìåøêîâà è ñäâèãîâîé (shear-layer)
íåóñòîé÷èâîñòè òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà, à òàêæå ÿâ-
ëåíèÿ òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ è òóðáóëèçàöèè ïåðåäíèõ îòðûâíûõ îá-
ëàñòåé òå÷åíèÿ (ñì. [3]). Ðàññìàòðèâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå òåëà è òåëà ñ ïî-
ëîñòüþ. ×èñëî Ìàõà íàáåãàþùåãî ïîòîêà ðàâíÿëîñü 1.9 è 3. Ïðèâåäåíû ìå-
õàíèçìû ïóëüñàöèé è çàðîæäåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïóëüñàöèè
ïîòîêà îáóñëîâëåíû êîëåáàíèÿìè âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîãî êîíòàêòíîãî
ðàçðûâà âíóòðè óäàðíîãî ñëîÿ.

Èññëåäîâàíû òðàåêòîðèè öåíòðîâ çàðîæäàþùèõñÿ âèõðåé è ïîêàçàíî, ÷òî
âîçìîæíû äâà òèïà èõ äèíàìèêè. Ïðè çàïèðàíèè ïîòîêà èç ãîðÿ÷åé îáëàñòè
êîíòàêòíûì ðàçðûâîì âèõðè âîçâðàùàþòñÿ â îòðûâíóþ çîíó è, âçàèìîäåé-
ñòâóÿ ñ òåëîì, ãåíåðèðóþò òóðáóëåíòíî-ïîäîáíûå ôëóêòóàöèè; ïðè íàëè÷èè
ïîòîêà âèõðè óíîñÿòñÿ âìåñòå ñ íèì èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ìàëûõ ðàäèóñàõ èñòî÷íèêà âíóòðè óäàðíîãî ñëîÿ îáðàçóåòñÿ ãîðÿ÷èé êà-
íàë, è âîçâðàòíûå âèõðè îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûìè äëÿ ãåíåðàöèè
òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ íà ãðàíèöàõ ýòîãî êàíàëà. Èññëåäîâàíî ôîð-
ìèðîâàíèå îñíîâíûõ îáëàñòåé òå÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ çîíó îòðûâà ïîòîêà, è äèíà-
ìèêà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà. Ïðåäëîæåí ìåõàíèçì èìïóëüñíîãî
ïîâåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ òîðìîæåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ êóìóëÿöèåé íîðìàëüíûõ ê
òîðöó òåëà óäàðíûõ âîëí.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçâèòîé ñæèìàåìîé
òóðáóëåíòíîñòè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé óäàðíîé âîë-
íîé. Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîñòè, îñíîâàííàÿ íà ñèíòåçå
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ [4]. Ãåíåðàöèÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé ïðîèçâîäèòñÿ â îãðàíè÷åííîé
ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ðàñ÷åòà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîëåé
ïàðàìåòðîâ ãàçà (ñì. [5]).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíàÿ èçîýíòðîïè÷åñêàÿ õîðîøî ðàçâèòàÿ (well de-
veloped) òóðáóëåíòíîñòü, ñòàáèëèçèðîâàííàÿ âî âðåìåíè. Âåëè÷èíà ôëóêòóà-
öèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà ñîëåíîèäàëüíîìó òèïó èçîýíòðî-
ïè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè èç [6]. Äèàïàçîí ÷èñåë Ìàõà óäàðíîé âîëíû - îò
1.2 äî 3. Èññëåäîâàíû êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ ôëóêòóàöèé òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ, ñêîðîñòè, çàâèõðåííîñòè, à òàêæå óñèëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé
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ýíåðãèè ôëóêòóàöèé. Èññëåäîâàíû òàêæå âçàèìíûå êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé
ïàðàìåòðîâ òóðáóëåíòíîãî ãàçà ïåðåä óäàðíîé âîëíîé è çà íåé. Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè DNS-ìîäåëèðîâàíèÿ è LIA-àíàëèçà è èññëåäîâàíû
ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè.

Îòäåëüíûå ðàçäåëû ðàáîòû ôèíàíñèðîâàëèñü EOARD (Ïðîåêò ÌÍÒÑ N
3058p) è ÐÔÔÈ (Ïðîåêòû N 01-01-00807, 00-15-96124).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Î.Ì.Áåëîöåðêîâñêèé, Â.Ã. Ãðóäíèöêèé, Þ.À. Ïðîõîð÷óê. Ðàçíîñòíàÿ

ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ìèíèìàëüíîì øàáëîíå äëÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1983. Ò. 23.
N 1. Ñ. 119�126.

2. Yu. F. Kolesnichenko, V.G. Brovkin, O.A. Azarova, V.G.Grudnitsky et al.
Microwave Energy Release Regimes for Drag Reduction in Supersonic Flows
// Paper AIAA�2002�0353. P. 1�13.

3. Farnaz Farzan, Doyle Knight, Olga Azarova, Yuri Kolesnichenko. Interaction
of Microwave Filament and Blunt Body in Supersonic Flow // Paper AIAA�
2008�1356. P. 1�24.

4. Î.À. Àçàðîâà. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ òóðáóëåíòíîñòè
ñ óäàðíîé âîëíîé â ïîòîêå ñæèìàåìîãî ãàçà. // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è
ìàòåì. ôèç. 2004. Ò. 44. N 3. Ñ. 543�552.

5. Î.À. Àçàðîâà, Â.Å. ßíèöêèé. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïóëüñàöèé ïëîòíîñòè â ïîòîêå ñ óäàðíîé âîëíîé // Æóðí.
âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1998. Ò. 38. N 10. Ñ. 1751�1757.

6. Jamme S., Cazalbou J.- B., Torres F., Chassaing P. Direct Numerical Simu-
lation of the Interaction Between a ShockWave and Various Types of Isotropic
Turbulence // Flow, Turbulence and Combustion. 2002. V. 68. P. 227�268.

ÌÀÊÅÒ ÃÈÁÐÈÄÍÎÃÎ ÑÓÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐÀ
ÌÂÑ-ÝÊÑÏÐÅÑÑ

Àíäðååâ Ñ.Ñ., Äàâûäîâ À.À., Äáàð Ñ.À., Êàðàãè÷åâ À.Á., Ëàöèñ À.Î.,
Ïëîòêèíà Å.À.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà, Ìîñêâà

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëåé ïóòåì îáúåäè-
íåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà óíèâåðñàëüíûõ ïðîöåññîðîâ ñðàâíèòåëüíî ñëàáûìè êà-
íàëàìè ñâÿçè áûë îñíîâíûì íà ïðîòÿæåíèè áîëåå 20 ëåò. Ñåãîäíÿ ðîñò ÷èñëà
òðàíçèñòîðîâ íà ïðîöåññîðíîì êðèñòàëëå ïðèâåë ê òîìó, ÷òî ñïîñîá ýòî â
êà÷åñòâå îñíîâíîãî èçæèë ñåáÿ. Ïîñòðîåííûå òàêèì ïóòåì âû÷èñëèòåëè îá-
ëàäàþò áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ¾óçêèõ ìåñò¿ ñèñòåìíîãî õàðàêòåðà, èõ ê.ï.ä.
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íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ óæå ñîñòàâëÿåò ïåðâûå ïðîöåíòû è ïðîäîëæàåò áûñòðî
ïàäàòü ïî ìåðå ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýëåìåíòíîé áàçû.

Âñå ýòî âûíóæäàåò ðàçðàáîò÷èêîâ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåì èñêàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëÿ,
òî åñòü ðàçðàáàòûâàòü íîâûå àðõèòåêòóðû ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

Ãëàâíûì óçêèì ìåñòîì òðàäèöèîííîé àðõèòåêòóðû ÿâëÿåòñÿ êîììóíèêà-
öèîííàÿ ñèñòåìà â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Ê.ï.ä. ìàøèíû ïàäàåò
èìåííî òîãäà, êîãäà ðàñòåò äîëÿ âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìàÿ íå íà âû÷èñëåíèÿ,
à íà ïåðåìåùåíèå äàííûõ ìåæäó ïàìÿòüþ è ñîáñòâåííî âû÷èñëèòåëüíûìè
óñòðîéñòâàìè. Â òðàäèöèîííûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ ñèñòåìà êîììóíèêàöèé
ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè òðàäèöèîííî áûëà îáúåêòîì ïîâûøåííî-
ãî âíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû êàê ðàçðàáîò÷èêîâ, òàê è ïîëüçîâàòåëåé. Íåîáõîäè-
ìîñòü ïåðåõîäà íà íîâûå àðõèòåêòóðû âîçíèêëà òîãäà, êîãäà ïåðåñòàëà ñïðàâ-
ëÿòüñÿ ñî ñâîèìè çàäà÷àìè óæå ñèñòåìà âíóòðåííèõ êîììóíèêàöèé ìåæäó
ïðîöåññîðîì è ïàìÿòüþ â ïðåäåëàõ îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà. Ïðîèçî-
øëî ýòî íà íàøèõ ãëàçàõ, è ñòàëî î÷åâèäíûì ïðèìåðíî 2 ãîäà íàçàä.

Â ðàìêàõ êëàñòåðíîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ñóïåðêîìïüþòåðà, îçíà÷àþ-
ùåãî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå èñïîëüçîâàíèå ãîòîâûõ êîìïîíåíòîâ ñåðèéíîãî
âûïóñêà, îïòèìèçèðîâàííûå â êîììóíèêàöèîííîì îòíîøåíèè ìàøèíû ïðè-
îáðåëè ôîðìó ãèáðèäíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Òàêèå ìàøèíû ñòðîÿòñÿ íà áà-
çå âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îñíàùàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
êîìïüþòåðîì ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ïðîöåññîðíûõ ÿäåð. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò òðàäèöèîííîãî ñëó÷àÿ, êàê ñèñòåìà êîììóíèêàöèé ìåæäó óçëàìè, òàê è
ñèñòåìà êîììóíèêàöèé âíóòðè óçëà, ñòðîÿòñÿ íà ñîâåðøåííî íîâûõ òåõíè÷å-
ñêèõ è àðõèòåêòóðíûõ ïðèíöèïàõ.

Äëÿ ñâÿçè óçëîâ äðóã ñ äðóãîì ïðèìåíÿþòñÿ êîììóòàòîðû âçàèìíîãî ïðÿ-
ìîãî äîñòóïà â ïàìÿòü, ñ î÷åíü íèçêèìè ïîêàçàòåëÿìè çàäåðæêè ïðè îáðà-
ùåíèè ê ñåòè.

Âíóòðè óçëà óíèâåðñàëüíûé êîìïüþòåð ñíàáæàåòñÿ òåì èëè èíûì âàðèàí-
òîì íå-ôîííåéìàíîâñêîãî óñêîðèòåëÿ, ñèñòåìà ïåðåäà÷è äàííûõ âíóòðè êîòî-
ðîãî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû ïåðåäà÷è äàííûõ âíóòðè ¾îáû÷-
íîãî¿ ïðîöåññîðà. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîãî óñêîðèòåëÿ ìîæåò âûñòóïàòü
âåêòîðíûé ìóëüòèïðîöåññîð ñ ãëóáîêî ðàññëîåííîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ,
îáåñïå÷èâàþùåé îäíîâðåìåííóþ ðàáîòó íåñêîëüêèõ ñîòåí àðèôìåòè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ. Óñêîðèòåëü ñâÿçàí ñ óíèâåðñàëüíûì ïðîöåññîðîì ïðåäåëüíî øè-
ðîêèì êàíàëîì ñ î÷åíü íèçêîé çàäåðæêîé íà îáðàùåíèå.

Êîíå÷íîé öåëüþ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíîå ïîâû-
øåíèå ê.ï.ä. âû÷èñëèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ. Ïîìèìî
èçãîòîâëåíèÿ ñàìîãî îáîðóäîâàíèÿ ãèáðèäíîãî ñóïåðêîìïüþòåðà, äëÿ äîñòè-
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æåíèÿ ýòîé öåëè ïîòðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñîâåðøåííî íîâûõ ñðåäñòâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ýòà çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà íà ïðàêòèêå â áëèæàéøåå âðåìÿ,
ñîâìåñòíûìè óñèëèÿìè ðàçðàáîò÷èêîâ è ïåðâûõ ïîëüçîâàòåëåé íîâûõ ìàøèí.

Â ÈÏÌ ÐÀÍ ïîñòðîåí è ïåðåäàí â îïûòíóþ ýêñïëóàòàöèþ ìàêåò ãèáðèä-
íîãî ñóïåðêîìïüþòåðà èç 6 óçëîâ, ñ ïèêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ îêîëî
ïîëóòîðà òåðàôëîïñ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòðîéñòâî ýòîãî ìàêåòà,
à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ ïî êîíêðåòíîìó ïîðÿäêó åãî ðàçâèòèÿ è
îñâîåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿìè íà áëèæàéøèé ãîä. Îñîáîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî
ðàññìîòðåíèþ è îáîñíîâàíèþ êîíêðåòíîãî ïëàíà ðàçðàáîòêè ïåðâûõ âåðñèé
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 08-07-00086-
à.

ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ
ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÉ

Àðóòþíîâ À.Â., Êàðàìçèí Ä.Þ., Ôåðíàíäî Ïåðåéðà
ÐÓÄÍ, Ìîñêâà

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Óíèâåðñèòåò Ïîðòî, Ïîðòî, Ïîðòóãàëèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌ) [1]
äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè. Ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ â îáû÷íûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ õîðîøî èçó÷åíû (ñì. êíèæêè [2, 3] è áèáëèîãðàôèþ, öèòèðîâàííóþ â
íèõ). Â çàäà÷àõ æå ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èçó÷àëèñü, è íàì íåèçâåñòíû êàêèå-ëèáî ñîäåð-
æàòåëüíûå ðàáîòû íà ýòó òåìó. Â íàøåé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâóþ ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è íîâûé ïîäõîä, ðàññìàòðèâàÿ ïðè ýòîì ñàìûé îáùèé íå
âûïóêëûé ñëó÷àé. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîäåðæèò â ñåáå ñìåøàííûå îãðàíè÷å-
íèÿ, îáû÷íûå (ðåãóëÿðíûå) è èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì èìïóëüñíîå
è ðåãóëÿðíîå óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, íî ñâÿçàíû íåêîòîðûì
ñîîòíîøåíèåì.

Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ïðîñòîå è ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ÏÌ
äëÿ èìïóëüñíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè îáîáùåí-
íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà R(x, u, t) ∈ C, ãäå ìíîæåñòâî C âûïóêëî è çàìêíó-
òî. Ïðè ýòîì íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé âûïóêëîñòè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
ñêîðîñòåé çàäà÷è íå äåëàåòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (Òåîðåìà
1) îñíîâàíî íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå Ýêëàíäà [4]. Â Òåîðåìå 1 ìû ïðèíè-
ìàåì òðàäèöèîííóþ êîíöåïöèþ ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè ñìåøàííûõ îãðà-
íè÷åíèé [2]. Îäíàêî óæå â Òåîðåìå 2, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
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äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî âðåìåíè ìû äîêàçûâàåì óñèëåííûé ÏÌ, ãäå óñëî-
âèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿþòñÿ. Óñëî-
âèå ìàêñèìóìà â Òåîðåìå 2 óæå íå ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì, à ìàêñèìóì áå-
ðåòñÿ ïî çàìûêàíèþ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 îñíîâàíî
íà òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå ðàçðûâíîé çàìåíû âðåìåíè. Â Òåîðåìå 3 ïîëó÷å-
íî êëàññè÷åñêîå óñëîâèå ìàêñèìóìà, êàê è â Òåîðåìå 1, îäíàêî ïðè ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî ÐÔÔÈ, ïðîåêò N 08-01-00450, è FCT (Ïîðòóãà-
ëèÿ), PTDC/EEA-ACR/75242/2006, SFRH/BPD/26231/2006.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â.Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô. Ìèùåíêî.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, Ìîñêâà: Íàóêà (1983).
2. A.V. Arutyunov. Optimality conditions: Abnormal and Degenerate Problems.

Mathematics and Its Application. Kluwer Academic Publisher, 2000.
3. À.À. Ìèëþòèí. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ. Ìîñêâà, Ôèçìàòëèò, 2001.
4. I. Ekeland. On the Variational Principle. J. Math. Anal. Appl. 1974, 47, 324-

353.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÃÎÐÅÍÈß ÌÈØÅÍÈ ÄËß
ÓÑÒÀÍÎÂÊÈ ½ÈÑÊÐÀ-6“

Àòàìàíåíêî Â.Ä., Äîëãîëåâà Ã.Â., Ùåðáàêîâ Â.À.
ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, Ñàðîâ

Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ãîðåíèÿ ëàçåð-
íîé ìèøåíè, ïðåäëàãàåìîé äëÿ óñòàíîâêè �ÈÑÊÐÀ-6� [1]. Ìèøåíü ñîñòîèò èç
òð¼õ ñëî¼â: DT-ãàç, DT-ë¼ä è îáîëî÷êà èç áåðèëëèÿ ñ äîáàâëåíèåì ìåäè. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå íà ãîðåíèå ìèøåíè ïëîòíîñòè DT-ãàçà è êîëè÷åñòâà
ìåäè â áåðèëëèè. Âàðüèðîâàëàñü ãåîìåòðèÿ ìèøåíè. Ðàññìàòðèâàëèñü ðàç-
íûå ìîäåëè ðàñ÷åòà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ïåðåíîñà
α-÷àñòèö. Ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû íà ñõîäèìîñòü. Ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè ðàñ÷¼ò ñ
òóðáóëåíòíûì ïåðåìåøèâàíèåì. Èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû ëàçåðíîé ìèøåíè áà-
çèðóþòñÿ íà ðàñ÷¼òàõ ïî ïðîãðàììå ÑÍÄ [2], ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè
êîòîðîé ïîçâîëÿþò àäåêâàòíî îïèñûâàòü ñëîæíóþ ôèçèêó ëàçåðíûõ ìèøå-
íåé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Êàðëûõàíîâ Í.Ã., Ëûêîâ Â.À., Òèìàêîâà Ì.Ñ., ×èæêîâ Ì.Í. Ðåçóëüòà-

òû îäíîìåðíûõ ðàñ÷¼òîâ ïî âûáîðó ìèøåíè ñ íåïðÿìûì âîçäåéñòâèåì
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äëÿ çàæèãàíèÿ íà ëàçåðíîé óñòàíîâêå "ÈÑÊÐÀ-6"// Ïèñüìà â ÆÝÒÔ.
2004. Âûï.1. Ò. 79. Ñ.30�33.

2. Äîëãîëåâà Ã.Â. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ äâóõòåìïåðàòóðíîãî èçëó÷à-
þùåãî ãàçà (ÑÍÄ) // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè
è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1983.
Âûï. 2(13). Ñ.29�33.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÏÎÃËÎÙÅÍÈß ÝÍÅÐÃÈÈ ÌÈØÅÍÜÞ
ÄËß ÓÑÒÀÍÎÂÊÈ �ÈÑÊÐÀ-6�

Àòàìàíåíêî Â.Ä., Äîëãîë¼âà Ã.Â., Ùåðáàêîâ Â.À.
ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, Ñàðîâ

Àíàëèçèðóþòñÿ îñîáåííîñòè ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè ìèøåíüþ [1] íåïðÿìîãî
äåéñòâèÿ äëÿ óñòàíîâêè �ÈÑÊÐÀ-6�, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷¼òàõ ïî ïðîãðàììå
ÑÍÄ [2].

Êðèîãåííàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ìèøåíü ñîñòîèò èç Be-àáëÿòîðà ñ ïðèìåñüþ ìåäè
(αCu = 2% è 8%), ñëîÿ DT-ëüäà è îñòàòî÷íîãî DT-ãàçà âî âíóòðåííåé ïîëî-
ñòè ìèøåíè. Íà ìèøåíü ïàäàåò ïðîôèëèðîâàííîå ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå ñ
ïèêîì òåìïåðàòóðû Tmax ≈ 0, 35êýÂ.

Îñîáåííîñòè ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè:
• ïîãëîùåíèå ýíåðãèè ïðèìåðíî îäèíàêîâî äëÿ αCu = 2% è 8%,
• ïðîãðåâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âåñü àáëÿòîð, ÷òî íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà
ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìèøåíè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Êàðëûõàíîâ Í.Ã., Ëûêîâ Â.À., Òèìàêîâà Ì.Ñ., ×èæêîâ Ì.Í. Ðåçóëüòà-

òû îäíîìåðíûõ ðàñ÷¼òîâ ïî âûáîðó ìèøåíè ñ íåïðÿìûì âîçäåéñòâèåì
äëÿ çàæèãàíèÿ íà ëàçåðíîé óñòàíîâêå ¾ÈÑÊÐÀ-6¿. Ïèñüìà â ÆÝÒÔ,
òîì 79, âûï.1, ñ.30-33, 2004

2. Äîëãîëåâà Ã.Â. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ äâóõòåìïåðàòóðíîãî èçëó-
÷àþùåãî ãàçà (ÑÍÄ) // ÂÀÍÒ. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, âûï.2(13), ñ.29-33, 1983
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÑÐÅÄ ÄËß
ÑËÎÈÑÒÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Àõìåòãàëèåâ Ý.À., Ñîôðîíîâ È.Ë.
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ÃÓ

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ðàñ÷åò ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â òîíêîñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ (íà-

ïðèìåð, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè àêóñòè÷åñêîãî êàðîòàæà) ïóòåì ïðÿ-
ìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîèñòîé ñðåäû ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëüøèì âû÷èñëè-
òåëüíûì çàòðàòàì. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìûõ ýôôåêòèâíûõ ñðåä ñ íåïðåðûâíûìè çàâèñèìî-
ñòÿìè óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ áóäóò
çàâèñåòü îò òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ëè â ìîäåëè ñàìà ñëîèñòàÿ ñòðóêòóðà, èëè åå
ýôôåêòèâíûé àíàëîã. Ïîýòîìó, êðîìå ïîèñêà ïðîöåäóð îñðåäíåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ñëîèñòîé ñðåäû âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîèñê êðèòåðèÿ îöåíêè
ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ îñðåäíåíèé, îñíîâàííîãî íà îïðåäåëåíèè ¾áëèçîñòè¿ ïî-
ëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â âåðòèêàëüíûõ òðàíñâåðñàëü-
íî èçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ìû ðàçðàáîòàëè è ðåàëèçîâàëè äâóìåðíûå
àëãîðèòìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà îñíîâå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â rz-
êîîðäèíàòàõ. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïî
èçâåñòíîé ïðîöåäóðå îñðåäíåíèÿ Áýêóñà [1], îñíîâàííîé íà ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî äëèíû óïðóãèõ âîëí ñóùåñòâåííî áîëüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ñëîè-
ñòîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî, íàïðèìåð, â ïðèëîæåíèè ê ïðîáëåìå àêóñòè÷åñêîãî
êàðîòàæà îíà ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíîé. Â òî æå âðåìÿ, ìû ïðåäëàãàåì äðó-
ãèå ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äàëè áîëåå
îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Backus G.E. Long-Wave Elastic Anisotropy Produced by Horizontal Layering

// J. Geophys. Res., 1962, V. 67, � 11.

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÊÐÀÅÂÛÕ
ÓÑËÎÂÈÉ È ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ

ÐÅØÅÍÈß
Àõòÿìîâ À.Ì.

ÃÎÓ ÂÏÎ Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Óôà,
AkhtyamovAM@mail.ru

Ìîæíî ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðåäåëèòü, êàê çà-
êðåïëåíû êîíöû ñòåðæíÿ? Çàêðåïëåíû îíè íà øàðíèðàõ èëè íà ïðóæèíêàõ,
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çàäåëàíû èëè ñâîáîäíû? Ìîæíî ëè ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé îïðå-
äåëèòü, êàê çàêðåïëåíû äðóãèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, òàêèå êàê ïëàñòèíà,
ìåìáðàíà èëè îáîëî÷êà? Ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íàì äëÿ ýòîãî íóæíî
çíàòü? Èìåííî ýòè âîïðîñû î âîçìîæíîñòÿõ äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé
ïî çâó÷àíèþ ëåæàò â îñíîâå èññëåäîâàíèé ïî èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëî-
âèé ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé. Ïî ýòîé òåìå îïóáëèêîâàíî çíà÷è-
òåëüíîå ÷èñëî ðàáîò. Äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, äâîéñòâåííîñòè è
ò.ï.

Îäíàêî íåêîòîðûå âîïðîñû â ýòîé îáëàñòè îñòàþòñÿ íåâûÿñíåííûìè. Ïðè
ïîèñêå êðàåâûõ óñëîâèé âîçíèêàþò ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà ñ òî÷-
íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. ×òî ïîíèìàòü ïîä ïðàâèëüíîñòüþ âîññòà-
íîâëåíèÿ âåêòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, åñëè
ñàìè êîîðäèíàòû âåêòîðà íàõîäÿòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ? Êîãäà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü íåêîòîðûå êîîðäèíàòû ðàâíûìè íóëþ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ àâòîð
è ïîïûòàåòñÿ íàéòè âî âðåìÿ âûñòóïëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Àêàäåìèè íàóê
Ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí (ãðàíòû 08-01-97026-ð_ïîâîëæüå_à; 08-01-97008-
ð_ïîâîëæüå_à; 06-01-00354-à).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Àõòÿìîâ À. Ì. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü âèä çàêðåïëåíèÿ êîëåáëþùåéñÿ

ïëàñòèíû ïî åå çâó÷àíèþ? // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 2003, Ò. 49. N 3.
C. 325�331.

2. Àõòÿìîâ À. Ì., Ñàôèíà Ã. Ô. Îïðåäåëåíèå âèáðîçàùèòíîãî çàêðåïëåíèÿ
òðóáîïðîâîäà // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2008. Ò. 49.
N 1. C. 139�147.

ÀÍÀËÎÃ ÓÑËÎÂÈÉ ÃÞÃÎÍÈÎ ÄËß
ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Áàóòèí Ñ.Ï.
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Â.Ô. Êóðîïàòåíêî [1, 2] ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðå-
äû â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç N êîìïîíåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèòðîïíûì ãàçîì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè x → ±∞ ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â îä-
íîðîäíûõ ñîñòîÿíèÿõ ñî ñâîèìè ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ, ðàâíîâåñíûõ ïî ñêîðîñòÿì, äàâëåíèÿì è òåìïåðàòóðàì. Â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíòîâ äëÿ òå÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ áåãóùèìè âîë-
íàìè, ïîëó÷åí àíàëîã óñëîâèé Ãþãîíèî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïî çàäàííûì
ïðè x → +∞ ïàðàìåòðàì òå÷åíèÿ è ïî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåãóùåé
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âîëíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ïðè x → −∞. Â ñëó÷àå
äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäû ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòà áåãóùåé âîëíû, èìåþùåé
ïðè x → ±∞ óêàçàííûå ñîñòîÿíèÿ, à â ñðåäíåé ÷àñòè � òå÷åíèÿ äâà ñãëàæåí-
íûõ (èç-çà èñêóññòâåííî ââåäåííûõ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè) ñèëüíûõ
ðàçðûâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 08-01-00052.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Êóðîïàòåíêî Â.Ô. Ìîäåëü ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû // Äîêëàäû Àêà-

äåìèè íàóê. 2005. Ò. 403. N. 6. Ñ. 761�763.
2. Áàóòèí Ñ.Ï. Ñêîðîñòü çâóêà â ìíîãîêîìïîíåíòíîé ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå //

Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2008. Ò. 49. N. 3. Ñ. 35�44.

Ê ÏÐÎÁËÅÌÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ
ÊÐÈÑÒÎÔÔÅËß � ØÂÀÐÖÀ

Áåçðîäíûõ Ñ.È., Âëàñîâ Â.È.
Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) ïîëóïëîñêîñòè H = {Imz > 0} íà N�
óãîëüíèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî [1], â âèäå èíòåãðàëà Êðèñòîôôåëÿ
� Øâàðöà f(z) = C

∫ z ∏N
m=1 (t − zm)αm−1 dt, ãäå παk � óãîë ïðè âåðøèíå

wk, à zk � åå ïðîîáðàç. Ïîñêîëüêó òðè ïðîîáðàçà ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíî
çàäàíû, òî ýòîò èíòåãðàë ñîäåðæèò (N − 3) íåèçâåñòíûõ zk. Òàê êàê ïðåäûí-
òåãðàëüíûé ìíîæèòåëü C òàêæå íåèçâåñòåí, òî âñåãî, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ
(N − 2) íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî-
îáðàæåíèé ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà èç (N − 2)-õ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:
C

∫ zk+1

zk

∏N
m=1 (t− zm)αm−1 dt = wk+1−wk, â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè èçâåñòíû,

à ëåâûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ëàóðè÷åëëû F
(N)
D � îáîáùåííóþ ãèïåð-

ãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ [2]. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òèïà Íüþòîíà. ×òîáû îáåñïå÷èòü èõ ýô-
ôåêòèâíîñòü íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, îáåñïå÷èòü âûñîêîòî÷íîå âû÷èñëåíèå
ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû è, âî-âòîðûõ, íàéòè õîðîøåå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îáå ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ
âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûìè ïðè âîçíèêíîâåíèè ýôôåêòà êðîóäèíãà � ðåçêî
íåðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîîáðàçîâ âåðøèí.

Â ðàáîòå äàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ îáåèõ ýòèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñèòóàöèÿ
êðîóäèíãà ÿâëÿåòñÿ íå çàòðóäíÿþùèì, êàê îáû÷íî, à áëàãîïðèÿòñòâóþùèì
ôàêòîðîì. Ìåòîäû îñíîâàíû íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [3], [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 07-01-00500,
07-01-00503, ïðîãðàììû �3 ÎÌÍ ÐÀÍ, ïðîåêò ÂÖ ÐÀÍ �Âû÷èñëèòåëüíûå
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è èíôîðìàöèîííûå ïðîáëåìû íàó÷íîãî îáåñïå÷åíèÿ âûñîêèõ òåõíîëîãèé�, è
ïðîãðàììû ÐÀÍ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�, ïðîåêò
�Îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè�.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Êîïïåíôåëüñ Â., Øòàëüìàí Ô.Ïðàêòèêà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ì.:

ÈË, 1963.
2. Exton H. Multiple hypregeometric functions and application. N.-Y:

Chichester, 1976.
3. Âëàñîâ Â.È. Êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé. Ì.:

ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1987.
4. Áåçðîäíûõ Ñ.È., Âëàñîâ Â.È. Ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà � Ãèëüáåðòà â

ñëîæíûõ îáëàñòÿõ // Spectral and Evolution Problems. 2006. V. 16. P. 51�
61.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÑÒÐÓÈ Ñ

ÏÐÅÃÐÀÄÎÉ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÃÀÇÎÕÎÄÀ
Áåëîøåíêî Á.Ã., Ïàíàñåíêî À.Â., Ñàôðîíîâ À.Â.

ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ðàñ÷åò íåñòàöèîíàðíûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé àêòóàëåí êàê ïðè èçó÷åíèè ïðî-
öåññîâ, ñîïóòñòâóþùèõ ñòàðòó, òàê è ïðè ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ îáåñïå÷åíèå
áåçîïàñíîñòè â ñëó÷àå ðàçðûâà ãàçîïðîâîäÿùèõ ìàãèñòðàëåé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåíî íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïà-
ðàëëåëüíîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ìîäåëè óðàâíå-
íèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà ñ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ [1, 2]. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè èñòå÷åíèÿ òèïà âîçäóõ-âîçäóõ
è âîäîðîä-âîçäóõ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè, êàê ïî ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòàì òå÷åíèÿ, òàê è ïî ðàñïðåäåëåíèþ
ïàðàìåòðîâ âäîëü îñè ñòðóè è ïî ïîâåðõíîñòè ïðåãðàäû.

Íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé ðàñ÷åòíîãî
è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèé äàâëåíèÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå îò ðàññòîÿ-
íèÿ ïðåãðàäû îò ñðåçà ñîïëà (ýêñïåðèìåíò ÖÍÈÈìàø) ïðè íàòåêàíèè íà íåå
ñòðóè ñ Ìà = 4, Pa/Pe = 0.7, To = 300Ê (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ðàñ÷åò, êðóæêè -
ýêñïåðèìåíò).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 07-01-
13505.
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ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ñàôðîíîâ À.Â. Ðàçíîñòíûé ìåòîä äëÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè èç ñîîò-

íîøåíèé íà ðàçðûâàõ //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Òîì 20, � 2,
2008, ñ 76-84..

2. 2. Âîéíîâè÷ Ï.À., Æìàêèí À.È., Êèñåëåâ À.Ñ., Ïàíàñåíêî À.Â., Ôóð-
ñåíêî À.À. Î ðàñ÷åòå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîôèëèðîâàííûõ óäàðíûõ âîëí.
Ïðåïðèíò � 1426. Ëåíèíãðàä.: ÔÒÈ èì. À.Ô. Èîôôå ÀÍ ÑÑÑÐ. 1990. 49
ñ.

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÍÆÅÍÅÐÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÀÑ×�ÒÀ
ÓÄÀÐÍÎ-ÂÎËÍÎÂÛÕ ÄÀÂËÅÍÈÉ ÍÀ ÐÀÊÅÒÓ-ÍÎÑÈÒÅËÜ

È ÏÓÑÊÎÂÎÅ ÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ ÏÐÈ ÑÒÀÐÒÅ
Áåëîøåíêî Á.Ã., Ñåì¼íîâ Ñ.Ñ.

ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷¼òà óäàðíî-âîëíîâûõ äàâëå-
íèé (ÓÂÄ), âîçäåéñòâóþùèõ íà ðàêåòó-íîñèòåëü (ÐÍ) è ïóñêîâîå óñòðîéñòâî
(ÏÓ) ïðè ñòàðòå â ïåðèîä çàïóñêà äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè (ÄÓ). Ðàññìîò-
ðåíà ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà ïåðåõîäíîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà â ãàçîîòâîäíûõ
êàíàëàõ ñòàðòîâîãî ñîîðóæåíèÿ ïðè çàïóñêå ÄÓ. Íåóñòàíîâèâøèéñÿ ñæèìàå-
ìûé ïîòîê ãàçà â êàíàëå ÏÓ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
äâèæåíèÿ â ôîðìå Ýéëåðà. Ðàññìîòðåíî äâèæåíèå óäàðíîé âîëíû, ñæàòîãî
âîçäóõà çà íåé è ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ òîïëèâà ÄÓ â ãàçîõîäå. Ðåøàÿ ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îáëàñòåé ãîðÿ÷åãî è õîëîäíîãî ãàçà, ðàçäåë¼ííûõ êîíòàêò-
íîé ïîâåðõíîñòüþ, äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íàéäåíî
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ÓÂÄ îò îïðåäåëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ:

P2

P1
= 1 +

1

1
γ1

(

√
2

γ+1 ∗
1+γ1−1

2 ∗(w1
a1

)2

( ξG(t)R0T0
P1a1F1

−P1
P2
−w1

a1
)2

+ 1
4 − 1

2)

14



Óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷¼òíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âíåøíèì óñëîâèÿì ñðåäû â ãàçîõîäå, ïóñ-
êîâûì õàðàêòåðèñòèêàì ÄÓ è ðàçëè÷íûì ãàçîäèíàìè÷åñêèì ñõåìàì ñòàð-
òîâûõ óñòðîéñòâ. Íèæå èëëþñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ÓÂÄ ñ
ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàñ÷¼òà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ïðîåêòû: 07-01-13505, 05-08-
18034.

Î ÍÅÍÀÑÛÙÀÅÌÛÕ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÕ ÔÎÐÌÓËÀÕ
Áåëûõ Â.Í.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Â òåîðèè è ïðàêòèêå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåò-

ñÿ ñóùåñòâåííûé ïðîáåë. Èìåííî, íå ðåøåí âîïðîñ î âëèÿíèè òàê íàçûâàåìûõ
àïïðîêñèìàöèîííûõ âîçìîæíîñòåé êîìïàêòà ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé íà
ýôôåêòèâíîñòü è êà÷åñòâî ïðîèçâîäèìûõ ñ èõ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ âû-
÷èñëåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñïîñîáíîñòü ê ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ýêñ-
òðàîðäèíàðíûõ �çàïàñîâ� ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé íàõîäèòñÿ çà
ïðåäåëàìè âîçìîæíîñòåé ñóùåñòâóþùèõ òèïîâ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Òðóä-
íîñòè ðàçðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêè (îñîáåííî â ìíîãîìåðíîì ñëó-
÷àå [1]) íàõîäÿòñÿ â òåîðèè êîíñòðóêòèâíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
äî ñèõ ïîð âñå åùå íå âûñòðàäàëà òåõ ïðîçðåíèé çäðàâîãî ñìûñëà, êîòîðûå áû
îáåñïå÷èëè åé âåäóùåå ïîëîæåíèå â ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå.
Ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, õîòÿ è íåòðèâèàëüíî, ýòà ïðîáëåìàòèêà ðàçðåøàåòñÿ â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Â äîêëàäå íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé Ê.È. Áàáåíêî [1] èçëàãàþòñÿ
ïîñòðîåííûå ïðèíöèïèàëüíî íîâûå � íåíàñûùàåìûå � êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû, ëèêâèäèðóþùèå óêàçàííûé ïðîáåë â ñëó÷àå îòðåçêà. Èõ ñïåöèôè÷å-
ñêàÿ îñîáåííîñòü � îòñóòñòâèå ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè è, êàê ðåçóëü-
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òàò, � ñïîñîáíîñòü ê ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèþ: ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ îíè àâòî-
ìàòè÷åñêè íåïîñðåäñòâåííî â äèôôåðåíöèàëüíîé ïðèðîäå ïîäûíòåãðàëüíûõ
ôóíêöèé îòñëåæèâàþò ïðèðàùåíèå ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè. Òåì
ñàìûì áîëüøèå çàïàñû ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé (ê ïðèìåðó,
áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü èëè àíàëèòè÷íîñòü), îáû÷íî íàõîäÿùèåñÿ
íà ïåðèôåðèè íàñóùíûõ èíòåðåñîâ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé, ñòàíîâÿòñÿ
èõ àêòèâíûì ïåðñîíàæåì. Ïèêà æå ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè �
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè � ýòè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äîñòèãàþò íà
êëàññàõ (êîìïàêòàõ) C∞- ãëàäêèõ ôóíêöèé [2].

Èçó÷åíèå ïîñòðîåííûõ êâàäðàòóð îñóùåñòâëåíî ñ ó÷åòîì âñåõ ýòàïîâ ñî-
âðåìåííîé ìåòîäîëîãèè îðãàíèçàöèè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé, òàêèõ, êàê
âûáîð óçëîâ, ïîñòðîåíèå êîýôôèöèåíòîâ, âûðàáîòêà êðèòåðèåâ �õîðîøåé�
îáóñëîâëåííîñòè, èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00207)
è Çàêàçíîãî Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî ïðîåêòà Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ � 5.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Áàáåíêî Ê.È. Îñíîâû ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ì.: Íàóêà, 1986. 744 c. (2-å

èçäàíèå: Ì.; Èæåâñê: ÐÕÄ, 2002. 848 c).
2. Áåëûõ Â.Í. Î ñâîéñòâàõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé C∞-ãëàäêèõ ôóíêöèé

íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè (ê ôåíîìåíó íåíàñûùàåìîñòè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ) // Ñèá. ìàò. æóðí. 2005. Ò. 46. � 3. Ñ. 483�499.

ÊÎÍÒÐÎËÜ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ
ÏßÒÅÍ

Áèáåðäîðô Ý.À.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, Íîâîñèáèðñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Íîâîñèáèðñê

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

f0uk + f1uk+1 + · · ·+ fnuk+n = 0, k = 0, 1, . . . ,∞
c íà÷àëüíûìè äàííûìè u0 = ū0, u1 = ū1, . . . , un = ūn. Åãî ðåøåíèå óñòîé÷è-
âî, åñëè âñå êîðíè ïîëèíîìà f(x) = f0 + f1x + · · · + fnx

n = 0 ëåæàò ñòðîãî
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè âñå êîðíè f(x)
ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà?

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-
ñà: xn = Axn−1. Âñåì èçâåñòíî, ÷òî îí ñõîäèòñÿ, åñëè ñïåêòð ìàòðèöû A ëåæèò
ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü,
ãäå íàõîäèòñÿ ñïåêòð ìàòðèöû A?
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×èñëåííûé îòâåò íà ýòè è ïîäîáíûå èì âîïðîñû îñëîæíÿåòñÿ òåì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, ÷òî òåîðåòè÷åñêè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
(êàê è êîðíè ïîëèíîìîâ) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò èõ êîýôôèöèåíòîâ, íî ìî-
äóëü íåïðåðûâíîñòè ìîæåò äîñòèãàòü î÷åíü áîëüøèõ âåëè÷èí. È â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà îí ïðèáëèæàåòñÿ ê 1/ε1, ãäå ε1 � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
åäèíèöû â êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêå, îïðåäåëåíèå ðàñïîëîæåíèÿ îòäåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè ÷èñëåí-
íîì èññëåäîâàíèè ñïåêòðà íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö èìååò ñìûñë ãîâîðèòü íå
î òî÷êàõ ñïåêòðà, à î ïÿòíàõ ε-ñïåêòðà, ãäå ε-ñïåêòð � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A + B ñ íåêîòîðîé
ìàòðèöåé B, ‖B‖ ≤ ε. Íàïðèìåð, ó ìàòðèöû

C =




289 2064 336 128 80 32 16
1152 30 1312 512 288 128 32
−29 −2000 756 384 1008 224 48
512 128 640 0 640 512 128

1053 2256 −504 −384 −756 800 208
−287 −16 1712 −128 1968 −30 2032
−2176 −287 −1565 −512 −541 −1152 −289




èçâåñòíû òî÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 0, ±1, ±2, ±4, à åå ε-ñïåêòð ïðè
ε ≈ 10−14, 10−15 çàíèìàåò îáëàñòü ðàâíóþ ïðèáëèçèòåëüíî êðóãó ðàäèóñà 8.

Çàäà÷à î äèõîòîìèè ñïåêòðà � ýòî çàäà÷à î ðàçäåëåíèè ñïåêòðàëüíûõ ïÿ-
òåí. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òðåáóåòñÿ
1) îïðåäåëèòü, åñòü íà γ òî÷êè ñïåêòðà ìàòðèöû A;
2) åñëè íà γ îòñóòñòâóþò òî÷êè ñïåêòðà ìàòðèöû A, òî òðåáóåòñÿ îöåíèòü
ðàññòîÿíèå îò ñïåêòðà A äî êðèâîé γ;
3) îïðåäåëèòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû, ëåæàùèì âíóòðè è âíå êðèâîé γ ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ,
ïðåäñòàâëåí â [1]. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò
ìàòðè÷íîé îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè. Òàêèì îáðàçîì îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü
àëãîðèòìà äèõîòîìèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé
ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû ïðèìåíÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñèì-
ìåòðè÷åñêèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Ýòî äåëàåò âîçìîæíûì
ñîïðîâîæäåíèå ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà îöåíêîé åãî òî÷íîñòè. Â
ïðîöåññå èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëÿåòñÿ íåêàÿ ìàòðèöà H, ÷üÿ íîðìà
‖H‖ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà äèõîòîìèè. ×åðåç íåãî îöåíè-
âàåòñÿ áëèçîñòü ñïåêòðà ê êðèâîé γ, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ïîäïðîñòðàíñòâ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà è äð.
Ñëó÷àè, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé èëè ýëëèïñîì, ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ñâîäÿòñÿ ê êðóãîâîé äèõîòîìèè (ñì.[2], [3]).
Äèõîòîìèè ñïåêòðà ìàòðèöû ìîæåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðè-

ìåð, ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [4].
Îêàçûâàåòñÿ, óêàçàííàÿ òåõíèêà èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ìàòðèöû ïîäõîäèò

äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà è ðàçäåëåíèÿ ïîëèíîìà íà ìíî-
æèòåëè [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ 06-08-00384-à, ÑÎ
ÐÀÍ Èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 46, ÍØ-4299.2008.1.
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ÐÀÑ×ÅÒ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏËÎÑÊÎÉ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ
Â ÐÅÀËÜÍÎÌ ÃÀÇÅ Ñ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÉ ÑÒÅÍÊÎÉ Ñ

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Áîáàøåâ Ñ.Â.2, Ëèïíèöêèé Þ.Ì.1, Ìåíäå Í.Ï.2, Ïàíàñåíêî À.Â.1, Ïîïîâ
Ï.À.2, Ðåçíèêîâ Á.È.2, Ñàõàðîâ Â.À.2

1ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

2Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À.Ô. Èîôôå ÐÀÍ, Ñ.-Ïåòåðáóðã

Îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-
òèå íàíîèíäóñòðèè. Ïðè ðàçðàáîòêå òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ðàçëè÷íîãî íà-
çíà÷åíèÿ, ðàáîòàþùèõ â íàíîñåêóíäíîì äèàïàçîíå, â ðÿäå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ
âåëè÷èíà òåïëîâûõ ïîòîêîâ, äåéñòâóþùèõ íà èõ ýëåìåíòû.
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Â ÔÒÈ èì. À.Ô. Èîôôå ÐÀÍ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ëåò â ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ íà óäàðíîé òðóáå [1, 2] èñïîëüçóåòñÿ ãðàäèåíòíûé
äàò÷èê òåïëîâîãî ïîòîêà (ÃÄÒÏ) íà áàçå àíèçîòðîïíîãî êðèñòàëëà âèñìóòà
[3]. Ïðè ýòîì â èìïóëüñíûõ ïðîöåññàõ äëèòåëüíîñòüþ 2 ms, ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â óäàðíîé òðóáå, ðåçóëüòàòû ñòàöèîíàðíîé êàëèáðîâêè ÃÄÒÏ íå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èçìåðåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà èç-çà òåïëîâîé èíåðöèè
äàò÷èêà, ñâÿçàííîé ñ åãî òîëùèíîé 200 µm. Ñðàâíåíèå òåïëîâûõ ïîòîêîâ,
ðàññ÷èòàííûõ ïî ñèãíàëàì ÃÄÒÏ è äàò÷èêà ALTP (Atomic Layer Thermopile
ôèðìû ¾FORTECH HTS GmbH¿) [4] òîëùèíîé 1 µm, ïîêàçàëî, ÷òî â ýòîì
âðåìåííîì èíòåðâàëå ðàçëè÷èå äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ýòî óáåäèòåëüíî ñâèäå-
òåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîé êàëèáðîâêè
ÃÄÒÏ. Ïîäõîäÿùèì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèå
óäàðíîé âîëíû îò òâåðäîé ñòåíêè, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ òåïëîîá-
ìåíà ìåæäó ãàçîì è ñòåíêîé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî ðàññ÷èòàí.

Âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ãàçå è òåïëîïðîâîäíîé
ñòåíêå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â óðàâ-
íåíèÿõ Íàâüå-Ñòîêñà (â óðàâíåíèè ýíåðãèè) è â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ñòåíêè îïðåäåëåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà â âèäå q = kdt/dx - αdq/dt, ãäå
α - ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, îòðàæàþùàÿ êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà [5]. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ íîâîé, è ðàíåå íå
ðàññìàòðèâàëàñü. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îá îòðàæåíèè óäàðíîé âîëíû îò ñòåíêè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ
òåïëîâîãî ïîòîêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 08-08-
00414.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÕ ÁÈËÈÍÅÉÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÌ

Áîáðîâñêèé Ä.È.
Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÐÀÍ èì. À.À. Äîðîäíèöûíà, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

J(u) = |x(T, u)− y|2 → inf, (1)

ãäå óïðàâëåíèÿ uk(t) ∈ L2(t0, T ), k = 1, ..., m, u = (u1, ..., um) ∈ U ⊂ Lm
2 ,

|ui| 6 ai ∈ R+, i = 1, ..., m, x(t, u) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû




ẋ(t) = (A0(t) +
m∑

k=1
Ak(t)uk(t))x(t), t ∈ [t0, T ],

x(t0) = x0.
(2)

A0(t), Ak(t) ìàòðèöû ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî n× n, k = 1, ..., m.
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ðÿäà òðåáîâàíèé.
Òðåáîâàíèå 1. AiAj = AjAi,∀i, j = 0, ..., m.
Òðåáîâàíèå 2. Âåêòîðû Aix0, i = 1, ..., m ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé, à èìåííî:

ϕ(u; t) = eA0(t−t0)e

t∫
t0

(
m∑

i=1

Aiui(τ))dτ

, ξ(u; t) = e

t∫
t0

(
m∑

i=1

Aiui(τ))dτ

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2):FT,U =
⋃

u∈U

x(T ; u)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 1, 2 è m = n äëÿ ñèñòåìû
(2). Òîãäà FT,U - âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Óòâåðæäåíèå 2. FT,U ñèñòåìû (2) ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèÿ 1 - âûïóêëîå,

åñëè ∀u, v ∈ U,∃λ > 0, r ∈ U : ξ(υ − u)− E = λ
T∫
t0

m∑
i=1

Ai(ri(τ)− ui(τ))dτ

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà çàäà÷è (1)-(2) âûïîëíåíèè
òðåáîâàíèÿ 1 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà {〈ϕ(u; T )x0−y, ϕ(u; T )AiAjx0〉}{i,j}
ïîðîæäàëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 07-01-00416).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÏËÀÇÌÛ Â
ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Áðóøëèíñêèé Ê.Â.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà, Ìîñêâà

Â ëåêöèè îáñóæäàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå âîïðîñû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòîâ ðàâíîâåñíûõ ïëàçìåííûõ êîíôèãóðàöèé â ïëàçìåí-
íûõ ëîâóøêàõ, èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ïåðñïåêòèâàìè óïðàâëÿå-
ìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì òîðîèäàëüíûå ëî-
âóøêè (òîêàìàê, ñòåëëàðàòîð è äð.). Ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëî-
âóøêè íîâîãî òèïà - "ãàëàòåè": â íèõ ïðîâîäíèêè ñ òîêîì, ñîçäàþùèå ìàã-
íèòíîå ïîëå, ïîãðóæåíû â ïëàçìåííûé îáúåì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòè ñäåëàòü
ãåîìåòðèþ ìàãíèòíîé êîíôèãóðàöèè áîëåå ðàçíîîáðàçíîé è ïîâûñèòü ïðåä-
ïîëàãàåìûå ïàðàìåòðû óäåðæàíèÿ [1]. Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé -
÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ñ óðàâíåíèÿìè ìàãíèòíîé ãàçîäèíàìèêè, êîòîðûå
ìîæíî îòíåñòè ê ñëåäóþùèì òðåì íàïðàâëåíèÿì.

1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé ìàãíèòîïëàçìåí-
íîé êîíôèãóðàöèè â çàäàííîé îáëàñòè ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíûõ
ÌÃÄ-çàäà÷, ãäå ðàâíîâåñèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Çàäà÷è, êàê ïðà-
âèëî, äâóìåðíûå ââèäó ñèììåòðèè áîëüøèíñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ëîâóøåê.
Â ìîäåëÿõ ëîâóøåê - ãàëàòåé íåîáõîäèìî èçîëèðîâàòü ïðîâîäíèê îò ãîðÿ÷åé
ïëàçìû. Äëÿ ýòîãî òîê â ïëàçìå âáëèçè ïðîâîäíèêà äîëæåí èìåòü íàïðàâ-
ëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå òîêó â îñòàëüíîé ÷àñòè îáúåìà, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèÿì ñòðîãîãî ðàâíîâåñèÿ. Òðåáóåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñóùåñòâóåò íà êâà-
çèðàâíîâåñíîé ñòàäèè, äëèòåëüíîñòü êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ âûñîêîé ïðîâî-
äèìîñòüþ ïëàçìû.

2. Ãåîìåòðèÿ è ñâîéñòâà ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè âíå çàâèñèìîñòè îò
èñòîðèè åå ôîðìèðîâàíèÿ èññëåäóþòñÿ â ïëàçìîñòàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Èõ
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò - êðàåâûå çàäà÷è ñ ÌÃÄ-óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ è
óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ îí çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ è
ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ñêàëÿðíîìó ýëëèïòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ - óðàâíåíèþ Ãðýäà -Øàôðàíîâà, ÷àñòî èñïîëü-
çóåìîìó â ðàñ÷åòàõ òîðîèäàëüíûõ ìàãíèòíûõ ëîâóøåê. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîäåðæèò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
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øåíèé, îáùèå äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãîðåíèÿ, êèíå-
òèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ýëåêòðîõèìèè è äðóãèõ ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
ðåàêöèè è äèôôóçèè. Âîïðîñû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ, à îòâåòû íà
íèõ äàþòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ ëèíåàðèçîâàííûõ
çàäà÷ [2].

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ïëàçìîñòàòèêè èòåðàöèîííûìè ìåòî-
äàìè òèïà óñòàíîâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î ñïåöèôè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
("äèôôóçèîííîé") ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñëåäóþò
èç óïîìÿíóòîé âûøå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè. Äèôôóçèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü ñâÿ-
çàíà ñ îáùåèçâåñòíîé ÌÃÄ-óñòîé÷èâîñòüþ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé, à åå
èññëåäîâàíèå çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïîñëåäíåé [3].

Îáñóæäàåìûå ðàáîòû âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ,
ãðàíò � 06-01-00312
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ïëàçìó ïðîâîäíèêàìè.// Óñï. ôèç. íàóê. 1998 Ò. 168, � 11, ñ. 1153�1194.
2. Áðóøëèíñêèé Ê.Â., Ñàâåëüåâ Â.Â. Ìàãíèòíûå ëîâóøêè äëÿ óäåðæàíèÿ

ïëàçìû. //Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 1999. Ò. 11. N. 5. Ñ. 3�36.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ ÃÅËÈÅÂÎÉ
ßÄÅÐÍÎ-ÂÎÇÁÓÆÄÀÅÌÎÉ ÏËÀÇÌÛ, ÑÎÄÅÐÆÀÙÅÉ

ÍÀÍÎÊËÀÑÒÅÐÛ ÑÎÅÄÈÍÅÍÈÉ ÓÐÀÍÀ, Â
ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÎÒ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÉ È ÐÀÇÌÅÐÎÂ

ÍÀÍÎÊËÀÑÒÅÐÎÂ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Áóäíèê À.Ï., Êîñàðåâ Â.À.
ÃÍÖ ÐÔ Ôèçèêî-ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À.È. Ëåéïóíñêîãî,

Îáíèíñê

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ â ïëàçìå èíåðòíûõ ãàçîâ, âîçáóæäàåìîé îñêîëêàìè äåëåíèÿ, ñîäåð-
æàùåé íàíîêëàñòåðû ñîåäèíåíèé óðàíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåëèåâàÿ ÿäåðíî-
âîçáóæäàåìàÿ ïëàçìà, ñîäåðæàùàÿ íàíîêëàñòåðû ñîåäèíåíèé óðàíà.

Ïðè äîáàâëåíèè íàíîêëàñòåðîâ ñîåäèíåíèé óðàíà â ïëàçìó èíåðòíûõ ãà-
çîâ, ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ äàííîé ñðåäû. Ýòî
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ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà ïðîòåêàíèè êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àêòèâíîé ñðåäå
ëàçåðîâ ñ ÿäåðíîé íàêà÷êîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü è êîìïëåêñ
ïðîãðàìì äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî îïèñàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïëàç-
ìå èíåðòíûõ ãàçîâ, âîçáóæäàåìîé îñêîëêàìè äåëåíèÿ, ñîäåðæàùåé íàíîêëà-
ñòåðû ñîåäèíåíèé óðàíà. Ñèñòåìà èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ÿäåðíî-âîçáóæäàåìîé ïëàçìû ñ ó÷åòîì
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûõ ñòîëêíîâåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

1) Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåð-
ãèÿì.

2) Ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ èçìåíåíèå êîì-
ïîíåíòíîãî ñîñòàâà ÿäåðíî-âîçáóæäàåìîé ïëàçìû ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ àòîì-
íîé, ìîëåêóëÿðíîé, èîííîé, ýëåêòðîííîé è èçëó÷àòåëüíîé êèíåòèêè, âêëþ-
÷àþùèå, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå èçìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîêëàñòåðîâ ïî
çàðÿäàì.

Ñ ïðèìåíåíèåì ñîçäàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ÿäåðíî-âîçáóæäàåìîé ïëàçìå ñ ó÷å-
òîì íàëè÷èÿ â íåé ïûëåâûõ ÷àñòèö. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ
êîíöåíòðàöèÿõ è ðàçìåðàõ íàíîêëàñòåðîâ â óñëîâèÿõ õàðàêòåðíûõ äëÿ ÿäåð-
íîé íàêà÷êè ïëîòíîñòåé óäåëüíûõ ìîùíîñòåé ýíåðãîâêëàäà.

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 08-08-00456).

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÈÇËÓ×ÀÒÅËÜÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ßÄÅÐÍÎ-ÂÎÇÁÓÆÄÀÅÌÎÉ

He −N2 −H2 ÏÛËÅÂÎÉ ÏËÀÇÌÛ
Áóäíèê À.Ï., Êîñàðåâ Â.À., Êóçíåöîâà Å.Ý.

ÃÍÖ ÐÔ Ôèçèêî-ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À.È. Ëåéïóíñêîãî,
Îáíèíñê

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé, áûëî
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â ïëàçìå ÷àñòèöû ïûëè (÷àñòè÷êè äèàìåòðîì äå-
ñÿòêè íàíîìåòðîâ). Ýòî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò â äåñÿòü è áîëåå ðàç
óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿäåðíîé ýíåðãèè â ýíåð-
ãèþ êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ èçëó÷à-
òåëüíûõ ñâîéñòâ ÿäåðíî-âîçáóæäàåìîé ïûëåâîé ïëàçìû áûëà ñîçäàíà ìíîãî-
êîìïîíåíòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ He −N2−H2

ñðåäû ñîäåðæàùåé ÷àñòèöû óðàíîâîé ïûëè. Êèíåòèêà ïðîöåññîâ â ïëàçìå
ñîäåðæàùåé ìåëêîäèñïåðñíûå ÷àñòèöû ìàëîèçó÷åííà è ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â ïûëåâîé ïëàçìå òîëüêî ðàçðàáàòûâàþòñÿ.
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Ñïåöèôèêà àêòèâíîé ëàçåðíîé ñðåäû òàêîãî ñîðòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
÷àñòèöû ïûëè, ïîïàäàÿ â ïëàçìó èíåðòíûõ ãàçîâ, ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìå-
íÿòü êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ ñðåäû. Ýòî ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðîòå-
êàíèå êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àêòèâíîé ñðåäå ëàçåðîâ ñ ÿäåðíîé íàêà÷-
êîé è ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ãåíåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû. Íàñòî-
ÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ òàêîãî òè-
ïà. Â íèõ íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè ìèêðîñêîïè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþ-
ùèìè íåðàâíîâåñíûå êèíåòè÷åñêèå ïðîöåññû â ìíîãîêîìïîíåíòíîé ÿäåðíî-
âîçáóæäàåìîé ïëàçìå (íåñêîëüêî ñîòåí), ó÷èòûâàåòñÿ íåðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì, à, òàêæå, îñíîâíûå ïëàçìîõèìè÷åñêèå è ðà-
äèàöèîííûå ïðîöåññû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëîêàëüíîé êèíåòèêè ÿäåðíî-
âîçáóæäàåìîé ïûëåâîé ïëàçìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìó
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññû àòîìíîé, ìîëåêóëÿðíîé, èîííîé, ýëåê-
òðîííîé è ðàäèàöèîííîé êèíåòèêè, à òàêæå êèíåòèêó ïûëåâûõ ÷àñòèö. Â
ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êèíåòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ ÿäåðíî-âîçáóæäàåìîé He −N2−H2 ïûëåâîé ïëàçìû. Â ÷àñò-
íîñòè, èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïûëè íà ãåíåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêîé
ëàçåðíîé ñðåäû, ïðè ðàçëè÷íûõ óäåëüíûõ ìîùíîñòÿõ ýíåðãîâêëàäà è ðàçíûõ
êîíöåíòðàöèÿõ ïûëè, à òàêæå ðàññìîòðåíû ñïåêòðû è ïðîöåññû ñïîíòàííîãî
èçëó÷åíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è ïðàâèòåëüñòâà Êàëóæñêîé îáëàñòè (ïðî-
åêò � 07-02-96419).

O ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÛÕ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ
ÌÀÐÊÅÐÎÂ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌÈ

ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ
Áóðàãî Í.Ã.

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, Ìîñêâà

Èñòîðèÿ ìåòîäîâ ìàðêåðîâ è ìàðêåð-ôóíêöèé ðàññìîòðåíà â [1]. Çäåñü îïè-
ñûâàåòñÿ îïûò àâòîðà ïî ïðèìåíåíèþ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìàðêåðîâ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé òÿæåëîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè

Â ìåòîäå íåïðåðûâíûõ ìàðêåðîâ ìàðêåð-ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå òàì, ãäå
æèäêîñòü åñòü, è íóëþ òàì, ãäå åå íåò. Îíà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ïåðåíîñà è
íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà 0.5. Äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíñåðâàòèâ-
íîé áàçîâîé ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è Íàâüå-Ñòîêñà èç-çà ñ÷åòíîé äèôôóçèè
è ïîãðåøíîñòåé â îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè íàðóøåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Äëÿ
óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà êîððåêòèðîâêè ìàðêåð-
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ôóíêöèè. Â ëèòåðàòóðå äàííûé ñ÷åòíûé ýôôåêò íå óïîìèíàåòñÿ.
Â ìåòîä äèñêðåòíûõ ìàðêåðîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ñ îòêðûòûìè

ãðàíèöàìè ââåäåíà âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè ìàðêåðîâ íà âõîäíûõ ãðàíèöàõ
è óíè÷òîæåíèÿ ìàðêåðîâ, ïîêèäàþùèõ îáëàñòü ðåøåíèÿ. Ýòî ðàñøèðèëî îá-
ëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèñêðåòíûõ ìàðêåðîâ.

Ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íîâûõ (è ñòàðûõ) òðåõìåð-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ î òå÷åíèÿõ òÿæåëîé íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèä-
êîñòè: 1) ïàäåíèå êàïëè â áàññåéí ñ âîäîé; 2) ñòåêàíèå òÿæåëîé æèäêîñòè ñ
âåðõíåãî ýòàæà íà íèæíèé ÷åðåç äûðó â ïîëó; 3) îáðóøåíèå âîäÿíîé êîëîííû
â çàìêíóòîì áàññåéíå; 4) òå÷åíèå â âåðòèêàëüíîé ñòðóå ñ îáðàçîâàíèåì ôîí-
òàíà è ëóæè; 5) ïàäåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ âîäÿíûõ ñòðóé â áàññåéí ñ âîäîé.
Â îòëè÷èå îò èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëó÷åíû íà
áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Ðàññìîòðåíû ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ çàäà÷ î òå÷åíèÿõ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè-
öàìè òåñòû, âêëþ÷àþùèå ïåðåíîñ ìàòåðèàëüíûõ ñóáñòàíöèé â ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì çàäàííûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè. Îñâåùåíû èìåþùèåñÿ çàòðóäíåíèÿ è íåðå-
øåííûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Äåòàëè ìîæíî íàéòè â [2].
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ñòèÿ ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2005. N. 1. Ñ. 44-85.
(÷åðíîâèê: http://www.ipmnet.ru/�burago/papers/cont.pdf)

2. Áóðàãî Í.Ã. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà
// Äîêò. äèññ. Ìîñêâà: ÈÏÌåõ ÐÀÍ, 2003. 222 ñ.
( http://eqworld.ipmnet.ru/ru/library/books/dis_Burago_Doc2003.pdf)

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏËÀÇÌÅÍÍÎÃÎ ØÍÓÐÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÈÍÅÐÖÈÈ ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ
Ãàâðèêîâ Ì.Á., Ñîðîêèí Ð.Â.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ïðèìåíèìà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàá-
íûõ ïðîöåññîâ â íåðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìå, L À lMGD , ãäå L - õàðàêòåðíûé
ëèíåéíûé ìàñøòàá, à ½êâàçèäëèíà“ lMGD ðàâíà:

lMGD =
c m

1/2
e m

1/2
i

2π1/2eZ1/2ρ1/2 =
c

ωp
=

0.283 · 106

Z1/2n1/2 (1)

Çäåñü ωp - ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, Z - êðàòíîñòü çàðÿäà èîíîâ, ρ - ñóììàð-
íàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, n - êîíöåíòðàöèÿ ÷èñëà èîíîâ. Ïðè èñ-
ñëåäîâàíèé ìåëêîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ è ýôôåêòîâ â ðàçðåæåííîé ïëàçìå
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óñëîâèå L À lMGD íàðóøàåòñÿ, è íàäî ïîëüçîâàòüñÿ äâóõæèäêîñòíîé ãèäðî-
äèíàìèêîé. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïðîöåññîâ äâóõæèäêîñòíàÿ
ãèäðîäèíàìèêà ïëàçìû ñâîäèòñÿ ê îäíîæèäêîñòíîé - óðàâíåíèÿì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÝÌÃÄ). Ñ÷èòàÿ ýëåêòðîíû è èîíû èäåàëüíûìè
ïîëèòðîïíûìè ãàçàìè ñ îáùèì ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû γ è ïðåíåáðåãàÿ âñå-
ìè äèññèïàöèÿìè êðîìå ìàãíèòíîé âÿçêîñòè, çàïèøåì ÝÌÃÄ - óðàâíåíèÿ â
âèäå:
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DivW
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4π
rotH

(2)

ãäå λe = me/e , λi = mi/ (Ze) , m
Σ

= mi+me , pΣ
= pi+pe , d/dt = ∂/∂t+U ·∇

, U - ìàññîâàÿ ñêîðîñòü, ρ - ïîëíàÿ ïëîòíîñòü, σ - ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû.
Òåíçîð W , ñîñòîÿùèé èç õîëëîâñêèõ ñëàãàåìûõ, ðàâåí:

W = (λe − λi)

[
λeλi

j j
ρ
− HH

4 π

]

+

[
(λe − λi)

H2

8 π
+ λepi − λipe

]
I3 + λeλi (U j + j U) (3)

Ïðè ýòîì:
vi = U + λej/ρ , ve = U− λij/ρ , ρi = λiρ/λ , ρe = λeρ/λ , λ = λi + λe

Ôîðìàëüíî ÌÃÄ - óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (2), (3) âû÷åðêèâàíèåì âñåõ
ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ρ â çíàìåíàòåëå, à óðàâíåíèÿ õîëëîâñêîé ÌÃÄ, åñëè
ïîëîæèòü me = 0 , λe = 0 . Èç (2), (3) ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò äâóõæèäêîñò-
íîé ïðèðîäû ïëàçìû (èíåðöèè ýëåêòðîíîâ) ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîáàâêè
λeλijj/ρ â òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà è ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ
îáîáùåííîãî çàêîíà Îìà - òåïåðü ïîëå E íåëîêàëüíî çàâèñèò îò îñòàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàõîæäåíèÿ E íàäî ñòàâèòü êðàåâóþ
çàäà÷ó), à âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îáîáùåííîì çàêîíå Îìà ïðèâîäÿò ê ñèëüíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè.

ÝÌÃÄ - óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü òå÷åíèÿ ïëàçìû ñ ñèëüíîé íåîä-
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íîðîäíîñòüþ ïî ïëîòíîñòè, íàïðèìåð, äèíàìèêó ïëàçìû â Z - ïèí÷àõ è ïå-
ðåòÿæêàõ ïëàçìåííîãî ôîêóñà.

Â ðàáîòå â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ðåøàåòñÿ ÝÌÃÄ - ñèñòåìà (2), (3)
ïðèìåíèòåëüíî ê äèíàìèêå öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïëàçìåííîãî øíó-
ðà â ïðîñòåéøåé ãåîìåòðèè ïîëåé Eϕ = 0 , Hr = Hz = 0 , Uϕ = 0 . Ïðåäëîæåíà
ïðîñòàÿ êîíå÷íî - ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïîñòàâëåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ ïîëÿ Ez , ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ îáîáùåííûé çàêîí Îìà. Àëãîðèòì
òåñòèðîâàëñÿ íà òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ÝÌÃÄ - óðàâíåíèé òèïà
îäíîðîäíûõ äåôîðìàöèé (ãëàäêèõ è ñ êîíòàêòíûì ðàçðûâîì). Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñ ÌÃÄ - ðåøåíèÿìè.

Îñíîâíîé âûâîä ðàáîòû - â îáÿçàòåëüíîñòè ó÷åòà èíåðöèè ýëåêòðîíîâ ïðè
èññëåäîâàíèè ðàçðÿäíîé ïëàçìû â Z - ïèí÷àõ è ïëàçìåííîì ôîêóñå. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íåèçáåæíû ñèëüíûå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå èñêëþ-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïëàçìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00299).

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎÐÈß ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß
ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Ãðóäíèöêèé Â.Ã.
Âû÷èñëèòåëüíûé Öåíòð ÐÀÍ, Ãîñóíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íåëèíåéíîé òåîðèè çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû.

1. Õàðàêòåðèñòèêè è ðàçðûâû ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû ñ åäèíûõ ïîçèöèé. Ðîëü òîæäåñòâåííîãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î
ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, óäîâëåòâîðÿþùåå çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Ïðè
ýòîì âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåøåíèé âñþäó,
âêëþ÷àÿ ðàçðûâû.

2. Ïðåäëîæåíà îáîáù¼ííàÿ (íåëèíåéíàÿ) ôîðìà çàïèñè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ñîîòíîøåíèé, äîïóñêàþùàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ïîâåðõíîñòè ðàçðû-
âà è ÿâëÿþùàÿñÿ óäîáíîé è óíèâåðñàëüíîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ.

3. Ïîêàçàíà îáîñíîâàííîñòü è ðåçóëüòàòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî àíàëèçà íå òîëüêî ê ãèïåðáîëè÷åñêîé (íåâÿçêîé) ôîðìå çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ, íî ê óðàâíåíèÿì, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ âÿçêèå ñâîéñòâà ñðåäû. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÿâíûõ ñõåì ðàñ÷åòà óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïåðåõîäÿùèå îò óñëîâèé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òèïà ê ïàðàáîëè÷åñêîìó ïî ìåðå ðîñòà êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè.

4. Óäà¼òñÿ îïðåäåëÿòü âëèÿíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ðàçëè÷íîãî òèïà íà óñëîâèÿ
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óñòîé÷èâîñòè.
5. Ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-

âîñòè, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþùèåñÿ íåîáõîäèìûìè. Îíè ïîëó÷åíû äëÿ øè-
ðîêîãî íàáîðà ïðîöåññîâ: îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðàç-
ðûâíûõ òå÷åíèé â äåêàðòîâûõ è êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ; ñòàöèîíàðíûõ,
ñâåðõçâóêîâûõ â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè òå÷åíèé; íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé
ñæèìàåìîãî âÿçêîãî ãàçà. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîñòü
÷èñëåííûõ ðåøåíèé âáëèçè ðàçðûâîâ.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû íå îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíûì ÷èñëåííûì ñõå-
ìàì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé àíàëèç íà îñíîâàíèè òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ ëþáîé ñõåìû èñïîëüçóþùåé
ýòè çàêîíû â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì ðàñïàä ðàçðûâà ìîæåò ñîäåð-
æàòüñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ñõåìû (íàïðèìåð, ñõåìà Ãîäóíîâà), èëè íå ñîäåð-
æàòüñÿ â íåé (íàïðèìåð, ñõåìà Ëàêñà).

ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÍÇÎÐÎÂ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ
ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÅÉ ÒÐÅÙÈÍÎÂÀÒÎ-ÏÎÐÈÑÒÎÃÎ

ÏËÀÑÒÀ ÍÀ ÌÍÎÃÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÎÉ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ

Ãóáàéäóëëèí Ä.À., Íèêèôîðîâ À.È., Ñàäîâíèêîâ Ð.Â., Öåïàåâ À.Â.
Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊàçÍÖ ÐÀÍ, Êàçàíü

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðîäóêòèâíûå ïëàñòû, êàê ïðàâèëî, îáëàäàþò àíèçî-
òðîïèåé ôèëüòðàöèîííûõ ñâîéñòâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ïîñëîé-
íîé íåîäíîðîäíîñòüþ è íàëè÷èåì ðàçëè÷íîãî ðîäà âêëþ÷åíèé â ðåçóëüòàòå
ïðîöåññîâ îñàäêîíàêîïëåíèÿ, à òàêæå ðàçâèòèåì è ôîðìèðîâàíèåì ñèñòåìû
òðåùèí îïðåäåëåííîé íàïðàâëåííîñòè, âñëåäñòâèå ðàçëè÷íîãî ðîäà òåêòîíè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó ïðàêòèêà ýêñïëóàòàöèè ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è
ãàçà òðåáóåò ó÷åòà íå òîëüêî íåîäíîðîäíîñòè êîëëåêòîðñêèõ ñâîéñòâ ïëàñòà,
íî è òåíçîðíîé ïðèðîäû êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè. Òðàäèöèîííûé ó÷åò
àíèçîòðîïèè êîëëåêòîðñêèõ ñâîéñòâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ
îñåé òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ ïðîíèöàåìîñòè òî÷íî èçâåñòíû è ñîâïàäàþò
ñ íàïðàâëåíèÿìè êîîðäèíàòíûõ îñåé. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ çàëåæåé
óêàçàííûå óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå òàêîé
ïîäõîä ê ó÷åòó àíèçîòðîïèè êîëëåêòîðñêèõ ñâîéñòâ â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ òåî-
ðèè ôèëüòðàöèè íå ïðèãîäåí äëÿ îöåíêè ïðîäóêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåàëü-
íûõ ïëàñòîâ. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ êàðáîíàòíûõ êîëëåêòîðîâ, îòëè÷àþùèõ-
ñÿ òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûì ñòðîåíèåì. Ïðè÷åì, òåíçîðíàÿ ïðèðîäà êîýôôè-
öèåíòîâ ïðîíèöàåìîñòè ñèñòåìû òðåùèí è áëîêîâ ïîðîäû ìîæåò çíà÷èòåëü-
íî îòëè÷àòüñÿ, êàê êîýôôèöèåíòàìè òàê è íàïðàâëåíèåì ãëàâíûõ îñåé. Òà-
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êàÿ ¾âëîæåííàÿ¿ àíèçîòðîïèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîíèöàåìîñòåé òðåùèíîâàòî-
ïîðèñòîãî ïëàñòà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàíà. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ êîýôôèöèåíòîâ ïðîíèöàå-
ìîñòåé òðåùèí è áëîêîâ íå ìîãóò áûòü èçìåðåíû íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îöåíîê òðåáóåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷, ò.å. çàäà÷ èäåíòèôèêà-
öèè ïàðàìåòðîâ ïëàñòà íà îñíîâå ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ ýêñïëóàòàöèè ñêâà-
æèí, êîòîðûå íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î êîëëåêòîðñêèõ ñâîéñòâàõ ïëàñòà
[1]. Ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà-
íåâÿçêè ìåæäó íàáëþäàåìûìè è âû÷èñëåííûìè äàâëåíèÿìè íà ñêâàæèíàõ.
Òàêèå çàäà÷è, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè, òî åñòü ìàëîå èçìå-
íåíèå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì â
ðåøåíèè. Ñðåäè ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè âûäåëÿþò äâà îñíîâíûõ êëàññà ìå-
òîäîâ: ìåòîäû, îñíîâàííûå íà êîýôôèöèåíòàõ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ìåòîäû
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [2]. Êîýôôèöèåíòû ÷óâñòâèòåëüíîñòè èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîäñ÷åòà ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò
ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè. Ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîèñ-
êà èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïëàñòà èñïîëüçóþò ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà, ïîäñ÷åò
êîòîðîãî îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Âñëåä-
ñòâèå áîëüøîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè êîëëåê-
òîðñêèõ ñâîéñòâ ïëàñòà ñ ó÷åòîì òåíçîðíîé ïðèðîäû êîýôôèöèåíòîâ ïðî-
íèöàåìîñòåé íà îñíîâå ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ ýêñïëóàòàöèè ñèñòåìû ñêâàæèí
öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíîé
ÝÂÌ [3]. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ
èäåíòèôèêàöèè ôèëüòðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ïî ðåçóëüòàòàì ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñèñòåìû ñêâàæèí.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðàçäåëà "Âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëå-
íèÿ è ìíîãîïðîöåññîðíûå ñèñòåìû" ïðîãðàììû � 14 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ "Ôóí-
äàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé"

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÐÀÑ×ÅÒÀ
ÄÂÈÆÅÍÈß ËÀ Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ

Ãóáàíîâ Å.È., Çåìëÿíñêèé Á.À., Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â., Ïóãà÷åâ
Â.À., ×åðíîâ Â.Â.

ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ðàñ÷åò ñâåðõçâóêîâîãî äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ËÀ â íåîäíîðîä-
íîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñî-
âðåìåííîé ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, êîòîðàÿ â ïðèíöèïå
ïîçâîëÿåò åãî ïðîâåñòè â íàèáîëåå ïîëíîé ïîñòàíîâêå.

Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïî ðàçðàáîòàííîìó ïðîãðàììíîìó êîìïëåêñó ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. 1) Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ íà ìíîãîïðî-
öåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå. 2) Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå òðóäîåìêèì
ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò àýðîäèíàìèêè òåêóùåé îáãàðíîé ôîðìû ËÀ. 3) Â ïðåäïîëî-
æåíèè ïðèåìëåìîñòè ñóùåñòâóþùåé àýðîäèíàìèêè íà îòðåçêå âðåìåíè t+dt
äåëàåòñÿ ïðîãíîç òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ËÀ (ìîäóëü ðàñ÷åòà äèíàìèêè äâè-
æåíèÿ ËÀ) íà ìîìåíò âðåìåíè t+dt (îòðåçîê âðåìåíè dt âûáèðàåòñÿ, íàïðè-
ìåð, èç ñîîáðàæåíèÿ äîñòèæåíèÿ èíòåãðàëîì òåïëîâîãî ïîòîêà â êðèòè÷å-
ñêîé òî÷êè çàäàííîé âåëè÷èíû - äî ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà ËÀ ñ÷èòàåòñÿ, ñîõðàíÿþùåé ñâîå ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå). Ïðè ýòîì
ïðîâîäèòñÿ îäíîâðåìåííûé ðàñ÷åò òåïëîìàññîîáìåíà (ìîäóëü ðàñ÷åòà òåïëî-
ìàññîîáìåíà). Â õîäå ðàñ÷åòà ïðîâîäèòñÿ êîíòðîëü çà ïðîõîæäåíèåì ó÷àñòêà
òðàåêòîðèè ËÀ ïî îäíîðîäíîé àòìîñôåðå èëè ïîïàäàíèåì åå â îáëà÷íóþ ñðå-
äó (ìîäóëü ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû â òî÷êå íàõîæäåíèÿ ËÀ). Â ñëó-
÷àå ïîïàäàíèÿ ËÀ â îáëà÷íóþ ñðåäó ðàñ÷åò òåïëîìàññîîáìåíà ïðîâîäèòñÿ
ñ ó÷åòîì ýðîçèîííîãî ñîñòîÿíèÿ åãî ïîâåðõíîñòè. 4) Ïîëó÷åííûå íà ýòàïå 3)
çíà÷åíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè ËÀ è ñêîðîñòè åãî äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè
äàííûìè äëÿ îïåðåæàþùåãî ðàñ÷åòà òåêóùåé àýðîäèíàìèêè (ìîäóëü ðàñ÷å-
òà àýðîäèíàìèêè) íà ìîìåíò âðåìåíè t+dt. Ïðè ýòîì ðàñ÷åò àýðîäèíàìèêè
ïðîâîäèòñÿ äëÿ 3-õ çíà÷åíèé ñêîðîñòè è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè äëÿ
3-õ çíà÷åíèé óãëîâ àòàêè ËÀ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâåñòè èíòåðïîëÿöèþ
"èñòèííîé"àýðîäèíàìèêè ïîñëå óòî÷íÿþùåãî ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
ËÀ. Ðàñ÷åò àýðîäèíàìèêè ïðîâîäèòñÿ íà êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ ìàêñèìàëü-
íî ìèíèìèçèðóþùèõ âðåìÿ åå ðàñ÷åòà ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåíè ðàñ÷åòà òðà-
åêòîðèè íà îòðåçêå t+dt. 5) Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîé àýðîäèíàìèêè â
ìîìåíòû âðåìåíè t è t+dt ïðîâîäèòñÿ óòî÷íÿþùèé ðàñ÷åò òåïëîìàññîîáìå-
íà è òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ËÀ íà îòðåçêå âðåìåíè t+dt. Ïðè ýòîì çàäà÷à î
òåïëîâîì è ýðîçèîííîì ðàçðóøåíèè ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé è âêëþ÷àåò ñëå-
äóþùèå ÷àñòíûå çàäà÷è: ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè òå-
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ëà; îïðåäåëåíèå òåïëîâûõ ïîòîêîâ ïî íàéäåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ;
îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèö, ñòàëêèâàþùèõñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ; ðàñ÷åò
ëèíåéíîé ñêîðîñòè óíîñà ìàññû ïî ïîâåðõíîñòè òåëà; îïðåäåëåíèå òåïëîâîãî
ñîñòîÿíèÿ òåëà; ðàñ÷åò èçìåíåíèÿ ôîðìû òåëà. Êîýôôèöèåíòû òåïëîîáìåíà
âäîëü ïîâåðõíîñòè òåëà â "÷èñòîì ïîòîêå"ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ìåòîäó ýôôåê-
òèâíîé äëèíû. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû, òàêèå
êàê: õàðàêòåð òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (ëàìèíàðíûé èëè òóðáóëåíòíûé);
ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (äèññîöèàöèÿ, äèôôóçèÿ);
âëèÿíèå âäóâà ïàðîâ ðàçðóøàþùåãîñÿ ìàòåðèàëà íà òåïëîîáìåí.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðîâåäåíà èíòåãðàöèÿ
ðàçëè÷íûõ åãî ìîäóëåé è ðàçðàáîòàí ìåõàíèçì îáìåíà äàííûìè ìåæäó íèìè
íà îñíîâå ñðåäñòâ ÿçûêà XML. Ñîçäàí ñïåöèàëüíûé óïðàâëÿþùèé èíòåðôåéñ,
ïîçâîëÿþùèé âåñòè ðàáîòó â ðåæèìå óäàëåííîãî äîñòóïà è â ðàìêàõ åäèíîé
ãðàôè÷åñêîé îáîëî÷êè âûïîëíÿòü âñå îñíîâíûå äåéñòâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà è îáðàáîòêè åãî ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 05-08-
33685).

ÑËÀÁÎÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÂÎË×ÊÀ,
ÇÀÏÎËÍÅÍÍÎÃÎ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ, È ÏÐÎÁËÅÌÀ

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ãóð÷åíêîâ À.À.1, Èâàíîâ È.Ì.2, Êóçîâëåâ Ä.È.1, Íîñîâ Ì.Â.2

1Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èìåíè À. À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà
2"ÌÀÒÈ"� Ðîññèéñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Òåõíîëîãè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî, Ìîñêâà

Èññëåäóåòñÿ âîçìóùåííîå îêîëî ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ äâèæåíèå äèíà-
ìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòüþ, ñîäåðæàùåé èäåàëüíóþ
æèäêîñòü. Ïîäîáíûå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè è
óïðàâëåíèÿ êîñìè÷åñêèìè àïïàðàòàìè è ðàçëè÷íûìè ðîòîðíûìè óñòàíîâêà-
ìè. Ïðåäñòàâëåí ïîäõîä è ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ïðîáëåìà ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è ìåõàíèêè ñâå-
äåíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàâèñÿùåé ëèøü îò ãåîìåò-
ðèè ïîëîñòè, è ïîñëåäóþùåìó èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè â âèäå ñâåðòêè óïðàâëÿþùåãî
ìîìåíòà è íåêîòîðîé ôóíêöèè:
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Ω(t) =

t∫

0

M(t)

(
2∑

k=1

Xke
pk(t−τ)

)
dτ.

Çäåñü Xk, pk � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðèè ïîëîñòè. Äàííàÿ
ôîðìóëà îñóùåñòâëÿåò ñâåäåíèå ýòîé çàâèñèìîñòè ê ñòàíäàðòíûì ôîðìó-
ëèðîâêàì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü øèðîêèé
êëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì ñèñòåìû òåëî�æèäêîñòü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî
ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ.

Ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âðàùåíèåì ñèñòåìû ñ ôóíê-
öèîíàëîì ñìåøàííîãî òèïà, ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé òèïà ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ, íàëîæåííûõ íà óïðàâëÿþùèé ìîìåíò:

I(M) =
2∑

k=1

(
Ωk(T )−Ω0

k

)2
+

T∫

0

(
M 2

1 (t) + M 2
2 (t)

)
dt −→ inf,

Ω1(0) = Ω2(0) = 0, |M1(t)| 6 C1, |M2(t)| 6 C2.

Çäåñü M = (M1,M2) � èñêîìîå óïðàâëåíèå, Ck, Ω
0
k(k = 1, 2) � çàäàííûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî ìåòîäîì Êðûëîâà�×åðíîóñü-
êî. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿþùèé ìîìåíò çàäà÷à ðåøåíà
àíàëèòè÷åñêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû � 07-01-
00380, 06-01-00316.
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äâèæåíèåì âîë÷êà ñ æèäêèì íàïîëíåíèåì. Ì.: ÂÖ ÐÀÍ, 2006. 38 ñ.
2. Ãóð÷åíêîâ À.À., Íîñîâ Ì.Â. Óñòîé÷èâîñòü ðîòîðà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ.

Ì.: ÂÖ ÐÀÍ, 2005. 32 ñ.
3. ×åðíîóñüêî Ô.Ë., Áàíè÷óê Í.Â. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è ìåõàíèêè è óïðàâ-
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ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÎÂ

Äàâûäîâ À. À.
ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ïðîãðàììèðóåìûå ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû
(GPU) äîñòèãëè àáñîëþòíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðåâûøàþùåé ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà â íåñêîëüêî ðàç [1]. Îäíàêî ýôôåêòèâíî

32



èñïîëüçîâàòü òàêóþ ìîùíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íå ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé
ãðàôèêè ñòàëî âîçìîæíûì ëèøü íåäàâíî.

Öåíà óñòðîéñòâà, ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷èòü òàêèå ðåçóëüòàòû (â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî NVIDIA GeForce 8800 GTX), ñðàâíèìà ñî ñòîèìîñòüþ ñåðâåðíîãî ïðî-
öåññîðà. Ýòî äåëàåò èõ ïðèìåíåíèå âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì.

Â ðàáîòå ïðîâîäèòüñÿ ðàñ÷åò ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ ñóæåíèåì
â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî
óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì GPU. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè ñóùåñòâóþùåé ¾ïîñëåäîâàòåëüíîé¿
ïðîãðàììû ïðè ïîìîùè CUDA (Compute Uni�ed Device Architecture) âîçìîæ-
íî óñêîðåíèå â 15-20 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåðâåðíûì ïðîöåññîðîì. Îáùíîñòü
èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñòîãî ïåðåõîäà ê òðåõìåðíûì
ðàñ÷åòàì.

Ïðîâåäåíà îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè ïðîãðàìì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé (CUDA), òàêèõ êàê îïòèìèçàöèÿ ðàáîòû ïàìÿòè è
èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííûõ òèïîâ äàííûõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ. Ïðîåêòû 08�07�
00086�à è 08�08�00356�à.
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÔÈÇÈÊÈ ÑÏËÎØÍÛÕ ÑÐÅÄ

Äàâûäîâ È.À.1, Ïèñêóíîâ Â.Í.1, Ïàâëîâ Ñ.Â.1, Ðóäåíêî Â.Â.1, Øàáóðîâ
Â.Ì.1, Øàáóðîâ Ì.Â.1, Áàøóðîâ Â.Â.2

1ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, Ñàðîâ
2�Èíòåëëåêò-Òåëåêîì�, Ñàðîâ

Êîìïëåêñ MASTER ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îáó÷åíèÿ è ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòíî-
òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûñòðîïðîòåêàþùèõ íåñòàöèîíàðíûõ ìíîãî-
ìåðíûõ èìïóëüñíûõ ãàçî-, ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ, óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ è ìàã-
íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ çâóêîâûìè, óäàðíûìè,
òåïëîâûìè, äåòîíàöèîííûìè âîëíàìè, âûñîêèìè ñæàòèÿìè è óäåëüíûìè ýíåð-
ãèÿìè èçó÷àåìûõ ñðåä.

Â ñîñòàâ êîìïëåêñà âêëþ÷åíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ìîäå-
ëèðîâàòü ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â ìíîãîìåðíîì ïðèáëèæåíèè, êàê íà ìèê-
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ðî óðîâíå (ìîëåêóëÿðíàÿ è êëàñòåðíàÿ äèíàìèêà), òàê è íà ìàêðî óðîâíå
(ëàãðàíæåâà è ýéëåðîâà ìåòîäèêè, ìåòîä ñãëàæåííûõ ÷àñòèö è äð.). Êîì-
ïëåêñ ñîäåðæèò áàçó äàííûõ õàðàêòåðèñòèê âåùåñòâ (óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ,
ïðîâîäèìîñòåé, ïîòåíöèàëîâ), à òàêæå áàçó äàííûõ çàäà÷-ïðèìåðîâ, èëëþ-
ñòðèðóþùèõ ðÿä êëàññè÷åñêèõ ÿâëåíèé ôèçèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

Èíòåãðèðîâàííàÿ ñðåäà êîìïëåêñà âêëþ÷àåò ðàçâèòûå ñðåäñòâà âèçóàëü-
íîé ïîäãîòîâêè íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷, ìîùíûé àïïàðàò âèçóàëèçàöèè
ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ è óäîáíûå ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèåì è
îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ.

Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè èíòåãðèðîâàííîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî-
òà, ðàçâèòûé äðóæåñòâåííûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ, âûñîêàÿ ñòåïåíü
àâòîìàòèçàöèè âñåõ ýòàïîâ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ.

Êîìïëåêñ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïðîñòîãî êîìïüþòåðíîãî èí-
ñòðóìåíòà ïðè ïðîâåäåíèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå â êà÷åñòâå äî-
ïîëíåíèÿ ê òðàäèöèîííûì ôîðìàì ïðåïîäàâàíèÿ â ó÷åáíûõ êóðñàõ ôèçèêè
ñïëîøíûõ ñðåä. Îïûò èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñà â ÂÓÇàõ è íàó÷íî-èññëåäî-
âàòåëüñêèõ îðãàíèçàöèÿõ ïîêàçàë åãî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÒÐÀÍÑÇÂÓÊÎÂÎÃÎ ÎÁÒÅÊÀÍÈß ÍÀÄÊÀËÈÁÅÐÍÛÕ

ÎÁÒÅÊÀÒÅËÅÉ ÐÍ
Äàíüêîâ Á.Í., Èëüèíà Ì.Ì., Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â.
ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò

ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ïðè èññëåäîâàíèè òðàíñçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ ðàêåò íîñèòåëåé (ÐÍ) ñëîæ-
íîé êîíôèãóðàöèè óñòàíîâëåíî âîçíèêíîâåíèå áåãóùèõ è ñòîÿùèõ àêóñòè÷å-
ñêèõ âîëí â ìåæáëî÷íûõ êàíàëàõ [1]. Ïîëó÷åíèå ýòèõ êîëåáàíèé â ðàñ÷åòíîì
ïëàíå ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ
òðóäíîñòü â ðàñ÷åòå ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ñòðóêòóðíûõ
ýëåìåíòîâ òå÷åíèÿ ãàçà â çíà÷èòåëüíûõ ïî ðàçìåðàì îáëàñòÿõ, ïî îòíîøå-
íèþ ê ðàçìåðàì ÐÍ. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ìîäåëè óðàâíåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà.

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè ÷èñëà Ìàõà. Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà íèæå â òàáëèöå äëÿ ìîäåëè ñ ïàðàìåòðàìè: ñôåðè÷åñêèé
ñåãìåíò, ñîïðÿæåííûé ñ êîíóñîì óãëà ïîëóðàñòâîðà 20 ãðàä, îáùåé äëèíîé
51.6737 (òî÷êà 1), ïåðåõîäÿùèì â öèëèíäð îáùåé äëèíîé 115.711 (òî÷êà 2),
ïåðåõîäÿùèì â îáðàòíûé êîíóñ ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà 25 ãðàä 30' îáùåé äëè-
íîé 127.701 è ïåðåõîäÿùèì â öèëèíäð (òî÷êà 3),ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äàâëå-
íèÿ (îòíåñåíî ê äàâëåíèþ â íàáåãàþùåì ïîòîêå, ïåðâàÿ ñòðîêà � ýêñïåðèìåíò,
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âòîðàÿ - ðàñ÷åò) äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ìàõà ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè â âûøå-
óêàçàííûõ õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ìîäåëè.

M òî÷êà 1 òî÷êà 2 òî÷êà 3
2.04 1.868 0.958 1.14
2.04 1.84 0.93 0.89
1.59 1.62 0.965 1.106
1.59 1.64 0.92 1.2

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ íàó÷íîé øêîëû ÍØ-2496.2008.8 è ïðè ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû � 08-08-00356, � 07-01-00530.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Äàíüêîâ Á.Í, Êîñåíêî À.Ï., Êóëèêîâ Â.Í., Îòìåííèêîâ Â.Í. Âîëíîâûå

âîçìóùåíèÿ â òðàíñçâóêîâûõ îòðûâíûõ òå÷åíèÿõ. // ÌÆÃ, 2006, � 6, ñ.
153 - 165.

ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÅ ÈÑÒÅ×ÅÍÈÅ Â ÂÀÊÓÓÌ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ
ÃÀÇÀ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÑÀÌÎÃÐÀÂÈÒÀÖÈÈ

Äåðÿáèí Ñ.Ë., Ìåçåíöåâ À.Â.
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî íà ìàññó ãàçà äåéñòâóåò íüþòîíîâñêîå òÿãîòåíèå. Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è î
ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëîñòè è îá îäíîìåðíîì ðàçëåòå ãàçà. Ýòè ãàçî-
äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè ýòîì
ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà
[1]. Ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñòðîÿòñÿ â âèäå ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ïîêðûâàåò
âñþ çîíó òå÷åíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî ðàçðûâà ãðàíèöû ãàç-âàêóóì âêëþ-
÷èòåëüíî. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å î ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëî-
ñòè ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ãàç-âàêóóì, äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, êàê
è ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèè. Â çàäà÷å îá îäíîìåðíîì ðàçëåòå ãàçà äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü äâèæåòñÿ êàê ÷àñòèöà â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 08-01-00052.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Áàóòèí Ñ.Ï., Äåpÿáèí Ñ.Ë. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èñòå÷åíèÿ

èäåàëüíîãî ãàçà â âàêóóì. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2005. 390 ñ.
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ÎÖÅÍÊÀ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÍÎÑÒÈ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ
ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ

ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Äîâãèëîâè÷ Ë.Å., Ñîôðîíîâ È.Ë.

Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ÃÓ
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå, íåîáõîäèìîñòü òî÷íîãî è áûñòðîãî
ðåøåíèÿ êîòîðîãî âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Â ÷àñòíîñòè, â
îáðàòíûõ çàäà÷àõ ãåîôèçèêè îáúåì òðåõìåðíîé ñåòêè ìîæåò äîñòèãàòü 1010

óçëîâ, à êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðàâûõ ÷àñòåé � íåñêîëüêèõ ñîòåí. Äëÿ ñíè-
æåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è âðåìåíè ñ÷åòà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
ýêîíîìè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ïðè-
÷åì ýôôåêòèâíî ïàðàëëåëèçóåìûå.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòðîèì äâà ñåìåéñòâà ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âïëîòü
äî âîñüìîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè: öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå è êîìïàêòíûå. Íà
äàííîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ õàðàêòåðíûìè
ðàçìåðàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè 500 × 500. Êðîìå òîãî, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
îòðàæåíèé îò ïîâåðõíîñòè ìû ïðèìåíÿåì òåõíîëîãèþ ïðîçðà÷íûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé [1].

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå
ãëàäêîé âîëíîâîé ìîäåëè êîìïàêòíûå ñõåìû ìîãóò äàòü ïîëóòîðîêðàòíûé
âûèãðûø ïî âðåìåíè ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûìè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Sofronov I.L. Non-re�ecting in�ow and out�ow in wind tunnel for transonic

time-accurate simulation // J. Math. Anal. Appl., 1998, V. 221, P. 92�115.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈß È ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÅÃÎ Ñ

ÂÅÙÅÑÒÂÎÌ
Äîëãîëåâà Ã.Â., Åïèøêîâà Å.Í.

ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, Ñàðîâ

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïåðåíîñ
èçëó÷åíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ åãî ñ âåùåñòâîì. Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî ñïåê-
òðàëüíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè, âòîðîå � óðàâíåíèå ýíåðãèè, îòâå÷àþùåå çà âçàèìîäåéñòâèå èçëó÷åíèÿ ñ
âåùåñòâîì. Ñïîñîá ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñîâìåñòíî ñ
óðàâíåíèåì ýíåðãèè - ýòî ðàñùåïëåíèå ïî ñïåêòðó è ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èñïîëüçîâàëñÿ DSn-ìåòîä. Ðàñ÷åò âåñîâ ïî
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ïðîñòðàíñòâó è óãëîâîé ïåðåìåííîé ïðîèçâîäèëñÿ ïî ôîðìóëàì, âïåðâûå ïðè-
âåäåííûì â ñòàòüå [1]. Ñõåìó ñ òàêèìè âåñàìè íàçûâàþò WDD-ñõåìîé. Äëÿ
äàííîé ñõåìû â äîêëàäå áóäóò ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà òåñòîâîé çàäà÷å, âçÿòîé èç ñòàòüè [2]. Ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòü óêàçàííîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðåíà íà çàäà÷å èçëó÷åíèÿ àáñî-
ëþòíî ÷åðíîãî òåëà, íàãðåòîãî äî íåêîòîðîé óêàçàííîé òåìïåðàòóðû. Çàäà÷à
èìååò èçâåñòíîå ðåøåíèå [3]. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Ôëýêà
[4]. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èòåðàöèîííîé ñõåìû [5]. Â äîêëàäå
ïðåäñòàâëåíû ñðàâíèòåëüíûå ãðàôèêè äëÿ ïðîôèëåé òåìïåðàòóð ýëåêòðîíîâ
è ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ íà ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Wm.H.Read, K.D.Lathrop. Truncation error analysis of �nite di�erence ap-

proximations to the transport equation. Nuclear Science and Engineering,
1970. V.41. � 2. P.237-248.

2. Äîëãîëåâà Ã.Â., Çàãóñêèí Â.Ë. Ïðèìåíåíèå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ê ðàñ÷åòó
äâèæåíèÿ ãàçà ñ ïåðåíîñîì ñ ïåðåíîñîì èçëó÷åíèÿ // ×èñëåííûå ìåòîäû
ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. 1972. Ò.2, � 2. Ñ.56-67.

3. Çåëüäîâè÷ ß.Á., Ðàéçåð Þ.Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðà-
òóðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì.: Íàóêà, 1996.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÍÎÃÎÑÅÒÎ×ÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÍÀ

ÍÅÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÕ ÑÅÒÊÀÕ
Æóêîâ Â.Ò., Ôåîäîðèòîâà Î.Á.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå êîìïîíåíòû è èññëåäîâàíèå ìíîãîñåòî÷íî-

ãî ìåòîäà, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé ñèñòåì
óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ. Â [1] íàìè ïðåä-
ëîæåí ìíîãîóðîâíåâûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ) âûñîêîãî ïîðÿäêà p. Ýòîò àëãîðèòì ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì, ïðèìåíåííûì äëÿ ðåäóêöèè ñõåìû ÌÊÝ ïîðÿäêà p

ê ñõåìå ñ ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè (p = 1); òàêîãî ðîäà àëãîðèòì íàçûâàþò
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p-ìóëüòèãðèäîì. Â ðàçâèòèè p-ìóëüòèãðèäà íàìè íà áëèçêèõ èäåÿõ ïîñòðîåí
ãåîìåòðè÷åñêèé ìóëüòèãðèä íà íåñòðóêòóðíûõ àäàïòèâíûõ ñåòêàõ [2].

Ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ ñïåöèàëüíîå âíèìàíèå óäåëå-
íî ïîèñêó è ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêå ñïîñîáîâ ôîðìèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ íà
ãðóáûõ ñåòêàõ. Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îáåñïå÷å-
íèè ýôôåêòèâíîñòè ìóëüòèãðèäà. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíà òåõíèêà ïîñòðî-
åíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïðèâîäÿùàÿ â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ
ê íàñëåäîâàíèþ ãðóáîñåòî÷íûì îïåðàòîðîì ñâîéñòâ èñõîäíîé ñåòî÷íîé äèñ-
êðåòèçàöèè. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ (àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè) ãðóáîñå-
òî÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðîâîäèòñÿ äëÿ ñõåìû SUPG (ñòàáèëèçèðîâàííîé ñõåìû
ÌÊÝ) â ñëó÷àå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Òåõíèêà èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ÷èñ-
ëåííîé îöåíêå ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ýòîò
÷ëåí îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ÷èñëåííîé âÿçêîñòè, âíîñèìóþ â äèñêðåòíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê, è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ
àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ èñõîäíîé ñòàáèëèçèðîâàííîé
äèñêðåòèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîé
ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-9019.2006.1), ïðîãðàì-
ìû � 3.1 Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ.
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ÑÅÒÊÀÕ
Æóêîâ Â.Ò., Ôåîäîðèòîâà Î.Á.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðè ðàñ÷åòàõ òå÷åíèé ñïëîøíîé ñðåäû â ðàìêàõ ìîäåëè Íàâüå-Ñòîêñà ÷à-
ñòî èñïîëüçóþò íåñòðóêòóðíûå àäàïòèâíûå ñåòêè. Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçà-
öèè è ëèíåàðèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ 105− 107, òðåáóþùèå, êàê ïðàâèëî,
ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Íàäåæíûìè ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå
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ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè Øâàðöà êàê ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëÿìè. Äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Øâàðöà, îñíîâàííûé íà äåêîìïîçèöèè ñåòêè íà ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ. Ïðè ìàëîì ïåðåêðûòèè ïîäîáëàñòåé ïðîèñ-
õîäèò çàìåäëåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.
Ðåöåïò ëå÷åíèÿ èçâåñòåí - ðàçâèòèå ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ, ïðèãîäíûõ
äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê. Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà, â êî-
òîðîé èçëàãàåòñÿ ìóëüòèãðèä äëÿ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèé Ýé-
ëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÊÝ). Ðåøåíèå ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ èùåòñÿ óñòàíîâëåíèåì ïî âðåìåíè, è
â ïðîöåññå ëèíåàðèçàöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû ôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ïðèëîæåíèÿõ (è îñîáåííî íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ)
òðóäíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìóëüòèãðèä îáåñïå÷èë ïîäàâëåíèå âñåõ ìîä îøèáêè
èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì ìóëüòèãðèä êàê ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëü äëÿ ìåòîäà Êðûëîâà � ìåòîäà îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ
íåâÿçîê GMRES, êîòîðûé ýôôåêòèâíî ãàñèò èìåííî îòäåëüíûå ìîäû èëè èõ
íåáîëüøèå ãðóïïû.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè è ïðàêòè÷åñêîé îöåíêå ìóëü-
òèãðèäà äëÿ ñõåì ÌÊÝ íà íåñòðóêòóðíûõ òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ. Â ñëó÷àå
íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóáûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ
íåïðîñòîé çàäà÷åé. Â êà÷åñòâå ïîäõîäîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðå-äèñêðåòè-
çàöèþ, àãëîìåðàöèþ (êîãäà èç ÿ÷ååê ïîäðîáíîé ñåòêè ñòðîÿòñÿ àãëîìåðàòû
ÿ÷ååê ñ ïîñòðîåíèåì íà íèõ ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ). Äëÿ àäàïòèâíûõ
íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê òàêèå ïðèåìû òðóäîåìêîñòè. Ìû ðàçðàáàòûâàåì ìóëü-
òèãðèä äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñåòîê, êîòîðûå àäàïòèðóþòñÿ ê ñòðóêòó-
ðå òå÷åíèÿ â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà òåêóùåé ñåòêå âûðàáàòûâàþòñÿ êðèòåðèè
àäàïòàöèè, è ñòðîèòñÿ íîâàÿ ñåòêà ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ è/èëè èõ ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè àäàïòèâíîé
èíôîðìàöèè, ñëóæàùåé äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóáûõ ñå-
òîê. Çàïèñü ãðóáîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ îñíîâàíà íà êîìáèíèðîâàíèè òî÷íîãî
è ïðèáëèæåííîãî èñêëþ÷åíèÿ ãðóïï íåèçâåñòíûõ, îïðåäåëÿåìûõ âûáðàííû-
ìè ãðóáûìè ñåòêàìè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ
òèïè÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîé
ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-9019.2006.1), ïðîãðàì-
ìû � 3.1 Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ.
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íûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ äèñêðåòèçàöèé óðàâíåíèé àýðîäèíàìèêè //
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ÌÅÒÎÄ ÑÓÏÅÐÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÄËß
ÐÀÑ×ÅÒÀ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÑÐÅÄ

Æóêîâ Â.Ò., Íîâèêîâà Í.Ä., Ôåîäîðèòîâà Î.Á.
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Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ (ÌÊÑÝ) [1] ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì âàðè-
àíòîì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìíîãîìàñøòàáíûå ïðî-
öåññû, òî åñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èñêîìûå ôóíêöèè îáëàäàþò
ñóùåñòâåííî ðàçíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãëàäêîñòè â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàñ÷åòà ÿäåðíûõ ðå-
àêòîðîâ, êîíâåêöèè�äèôôóçèè, òåîðèè óïðóãîñòè. ÌÊÑÝ ïîäðîáíî îñâåùåí
â ëèòåðàòóðå, ñì. [2�3] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ. Ïîäõîä, ïðàêòè-
÷åñêè èäåíòè÷íûé ÌÊÑÝ, èçâåñòåí â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ïîä íàçâàíèåì
Residual Free Bubble Method � îí àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíåå äåñÿòèëå-
òèå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóïåðýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ-
÷åòîâ ñëîèñòûõ ñðåä, êîãäà ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ â îä-
íîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â ãåîôèçèêå, ìèêðîýëåêòðîíèêå,
ìàòåðèàëîâåäåíèè, èññëåäîâàíèè íåôòå�ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé. Îñíîâíûå
ýëåìåíòû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òðåõ-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè ñåòêàìè.
Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäíîé � èñïîëüçóåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â ðåãóëÿðíûõ ÿ÷åéêàõ è ìåòîä ñóïåðýëåìåíòîâ â íåðåãóëÿðíûõ ÿ÷åé-
êàõ, ïåðåñåêàåìûõ òîíêèìè ñëîÿìè.

Ðåãóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ÿ÷åéêè ïðàâèëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû (ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä) è îäíîðîäíîãî ñîñòàâà, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â ÿ÷åéêå. Íåðåãóëÿð-
íûå ÿ÷åéêè îòëè÷àþòñÿ îò ðåãóëÿðíûõ ëèáî íåñòàíäàðòíîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé, ëèáî íåîäíîðîäíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Èçìåíåíèå ôîðìû ÿ÷åé-
êè ìîæåò ïðîèñõîäèòü, íàïðèìåð, âáëèçè ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êàê ðå-
çóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷åéêè ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ. Ìû ïðèâåäåì ñïîñîá
àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ â òàêèõ ÿ÷åéêàõ.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò íåîäíîðîäíûå ÿ÷åéêè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ÿ÷åéêè ìîãóò ñîäåðæàòü òîíêèå ñëîè, íà ãðàíè-
öàõ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ âî ìíîãî ðàç
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(≈ 103 − 105). Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ÌÊÝ äëÿ òàêèõ ÿ÷ååê ïðèâîäèò
ê ôèçè÷åñêè íåâåðíûì ïðîôèëÿì ðåøåíèÿ. Êîíå÷íî, òàêèå äåôåêòû èñïðàâ-
ëÿþòñÿ ââåäåíèåì ïîäðîáíîé ñåòêè, íî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåïðèåìëåìî-
ìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðíîñòè ñåòî÷íîé çàäà÷è. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ âîçìîæíî-
ñòüþ, êîòîðóþ ïðåäîñòàâëÿåò ÌÊÑÝ, è â êà÷åñòâå ñóïåðýëåìåíòíîãî áàçèñà
â íåîäíîðîäíûõ ÿ÷åéêàõ âîçüìåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ. Ýòè ðåøåíèÿ ìû ñòðîèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì íà ñåòêå, âíóò-
ðåííåé äëÿ êàæäîé íåîäíîðîäíîé ÿ÷åéêè. Ñòðóêòóðà ñóïåðýëåìåíòà ìîæåò
áûòü äîâîëüíî ñëîæíîé è ïîäðîáíîé, îäíàêî ýòî íå âëèÿåò íà ðàçìåðíîñòü
ñåòî÷íîé çàäà÷è � ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé ïðè äèñêðå-
òèçàöèè. Ðåøåíèå âíóòðè íåðåãóëÿðíîé ÿ÷åéêè ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî ñ
ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî áàçèñà, ÷òî ïîâûøàåò ïðàêòè÷åñêóþ òî÷íîñòü ðåçóëü-
òàòîâ.

Â ìåòîäå ñóïåðýëåìåíòîâ [1�3] íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñåòêè çàäàþò îáû÷íûé
èíòåðïîëÿöèîííûé áàçèñ, êîòîðûé ïðîäîëæàþò âíóòðü êàê ðåøåíèå ýëåìåí-
òàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Â äàëüíåéøåì òàêîé áàçèñ áóäåì íàçûâàòü ñòàí-
äàðòíûì ñóïåðýëåìåíòíûì áàçèñîì. Äëÿ ñëîèñòûõ ñòðóêòóð ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê, ïåðåñåêàåìûõ ñëîÿìè, êóñî÷íî�ãëàäêèé áà-
çèñ, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ âíóòðü òàêèõ ÿ÷ååê êàê ñóïåðýëåìåíòíûé áàçèñ.
Åñëè ÿ÷åéêà íå ïåðåñåêàåòñÿ òîíêèì ñëîåì, íî ñîäåðæèò ìåëêîìàñøòàáíûå
èíîðîäíûå âêëþ÷åíèÿ, òî â òàêîé ÿ÷åéêå ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûé ñóïåðýëå-
ìåíòíûé áàçèñ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÌÊÑÝ ñîñòîèò â âûáîðå áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê � ýòîò áàçèñ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âäîëü ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèå ìåíÿåòñÿ ñëàáî. Òàêèå áàçèñíûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî�ãëàäêèìè (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � êóñî÷íî�ëèíåéíûìè) è
ñòðîÿòñÿ àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ðåøåíèåì îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, àíèçîòðîïíûå ñðåäû
è ò.ä.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàì-
ìû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-9019.2006.1) è ïðîãðàììû � 14
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ.
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Çàáðîäèí À.Â.1, Çàáðîäèíà Å.À.2, Èìøåííèê Â.Ñ.2,
Ìàñëåííèêîâ Ì.Â.1, Íèêîëàåâà Î.Â.1, Áàññ Ë.Ï.1

1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ
2Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè èì.

À.È.Àëèõàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î áåçóäàðíîì ñæàòèè ñëîèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé
ìèøåíè, îáëó÷àåìîé ñ îòêðûòûõ òîðöîâ ïó÷êàìè èîíîâ, äâèæóùèõñÿ ïà-
ðàëëåëüíî îñè ñèììåòðèè ìèøåíè. Òîðìîæåíèå èîíîâ âûçûâàåò ðàçîãðåâ è
ðàçëåò âåùåñòâà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïðèâîäÿùèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ê
êóìóëÿöèè âåùåñòâà DT è ïóøåðà U íà îñü ìèøåíè. Ñæàòèå âåùåñòâà èíè-
öèèðóåò çàãîðàíèå DT òîïëèâà, êîòîðîå ïîðîæäàåò ìîùíûé ïîòîê ïåðâè÷-
íûõ íåéòðîíîâ. Ïîä èõ âîçäåéñòâèåì íà÷èíàåòñÿ ÿäåðíîå ýíåðãîâûäåëåíèå
â îêðóæàþùåé DT óðàíîâîé îáîëî÷êå (U238 èëè U235). Êàê ïðàâèëî, öåï-
íîé ÿäåðíîé ðåàêöèè íå ïðîèñõîäèò. Íî ýíåðãîâûäåëåíèå â óðàíå âûçûâàåò
äîïîëíèòåëüíîå îáæàòèå, ðàçîãðåâ è âûãîðàíèå DT òîïëèâà.

Ýòî ýíåðãîâûäåëåíèå ìîæåò áûòü âåñüìà ñóùåñòâåííûì, è åãî ó÷åò â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Äëÿ ýòîãî â ìîäåëü ïî-
ìèìî óðàâíåíèé òðåõòåìïåðàòóðíîé ãàçîäèíàìèêè (îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå
ñðåäû, ïåðåíîñ òåïëà è îáìåí ýíåðãèÿìè ìåæäó èîííîé, ýëåêòðîííîé, ôîòîí-
íîé êîìïîíåíòàìè âåùåñòâà) è óðàâíåíèé êèíåòèêè òåðìîÿäåðíîãî ãîðåíèÿ
âêëþ÷àåòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà íåéòðîíîâ.

Ýòî óðàâíåíèå ó÷èòûâàåò ïðîöåññû ïîãëîùåíèÿ íåéòðîíîâ ÿäðàìè, ðàç-
ëè÷íûå ðåàêöèè ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ íà ÿäðàõ, äåëåíèå ÿäåð ïîä äåéñòâèåì
íåéòðîíîâ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äåòàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íåéòðîíîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì òî÷êàì è ñêîðîñòÿì, êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ íàéòè ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå èìïóëüñà, ïåðåäàâàåìîãî íåéòðîíàìè ÿäðàì ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ,
è ýíåðãèè, ïîëó÷àåìîé ñðåäîé îò íåéòðîíîâ. Ýòà ýíåðãèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ
• êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íåéòðîíîâ, ïåðåäàâàåìóþ ÿäðàì,
• ýíåðãèþ, âûäåëÿþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ÿäåð óðàíà.
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Ðèñ. 1: Ýíåðãîâûäåëåíèå îò íåéòðîíîâ (Äæ/ñ) Ðèñ. 2: Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü DT (ã/ñì3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà - ñå÷åíèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ íåéòðîíîâ ñ ÿäðàìè � çàâèñÿò îò ïëîòíîñòè ñðåäû, îïðåäåëÿåìîé
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Èñòî÷íèê â óðàâíåíèè ïåðåíîñà åñòü
ïëîòíîñòü íåéòðîíîâ, ðîæäåííûõ â DT ñ ðåçóëüòàòå òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé, è
íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé êèíåòèêè òåðìîÿäåðíîãî ãîðåíèÿ.

Òàêàÿ ìîäåëü ðàçðàáîòàíà â äâóõ âàðèàíòàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå, è ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà èùåòñÿ íà îäíîì èç 50-òè âðåìåííûõ øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðå-
øàþòñÿ óðàâíåíèÿ ãàçîäèíàìèêè è òåðìîÿäåðíîãî ãîðåíèÿ; íåéòðîííûå ïîëÿ
ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè íà âñåõ 50-òè øàãàõ. Âî âòîðîì ñëó÷àå íåñòàöèîíàð-
íîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ðåøàåòñÿ íà êàæäîì ãàçîäèíàìè÷åñêîì âðåìåííîì
øàãå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé âåëè÷èíà ýíåðãîâëîæå-
íèÿ ñîñòàâëÿåò 21 Ìäæ, à ïóøåð îáðàçîâàí àòîìàìè U235. Íà Ðèñ.1 è Ðèñ.2
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äâóõ õàðàê-
òåðèñòèê ïðîöåññà îò âðåìåíè äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé íåé-
òðîííûõ ìîäåëåé è ìîäåëè, â êîòîðîé íåéòðîíû íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Ïðèâåäåííûå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íåó÷åò íåéòðîííûõ ïðîöåññîâ ïðè-
âîäèò ê ñóùåñòâåííîìó çàíèæåíèþ âåëè÷èíû îáùåãî ýíåðãîâûäåëåíèÿ, ê èñ-
êàæåíèþ ðåæèìà ñæàòèÿ è ðàçëåòà ìèøåíè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 08-01-00144-
a
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ÑËÎÈÑÒÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÑÐÅÄ

Çàéöåâ Í.À., Ñîôðîíîâ È.Ë.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ïðè íàëè÷èè àíèçîòðîïèè. Â îòëè÷èå îò èçî-
òðîïíîãî îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîåíèå íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà âíåøíåé (îòêðûòîé) ãðàíèöå, íàïðèìåð öèëèíäðè÷åñêîé ðàñ÷åòíîé îáëà-
ñòè, îñòàåòñÿ ïîêà åùå íåðåøåííîé çàäà÷åé.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî îïåðàòîðà ïðîâîäèò-
ñÿ ñãëàæèâàíèå ïàðàìåòðîâ ñðåäû â íåêîòîðîì ïåðåõîäíîì ñëîå, è çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ íàëè÷èåì îáëàñòåé äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè. Â ðàìêàõ ïîäõîäà êâàçèàíà-
ëèòè÷åñêèõ ïðîçðà÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ÏÃÓ) [1, 2] ìû ðàçðàáàòûâà-
åì àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé óïðóãîñòè ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà. Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèé áàçèñ, ìû ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî
ðåøàòü çàäà÷è ñ âûøåóïîìÿíóòûìè áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì àëãîðèòì îáëàäàåò âûñîêîé ñòåïåíüþ ïàðàëëåëèçàöèè.

Íà ïðèìåðàõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷àåìûå êâàçèàíàëèòè-
÷åñêèå îïåðàòîðû ÏÃÓ îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü è ÿâëÿþòñÿ óñòîé-
÷èâûìè ïðè ðàñ÷åòàõ íà áîëüøèå âðåìåíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 07-01-00476
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ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÏÐÎÇÐÀ×ÍÛÕ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ
ÓÑËÎÂÈÉ ÄËß ÒÐ�ÕÌÅÐÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Çàéöåâ Í.À., Ñîôðîíîâ È.Ë.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Äëÿ òð¼õìåðíûõ çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â óïðóãèõ àíèçîòðîïíûõ

ñðåäàõ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ êîíñòðóèðóåòñÿ îïåðàòîð ïðîçðà÷íûõ ãðà-
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íè÷íûõ óñëîâèé (ÏÃÓ) äëÿ èñêóññòâåííûõ ãðàíèö ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ ñðåä, äëÿ êîòîðûõ ïðèìå-
íåíèå PML â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîé çàäà÷å â öåëîì [1].

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ ÏÃÓ, ðàçâèòîãî â
[2, 3] äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷, íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé. Öåíòðàëüíûì ìåñòîì ìå-
òîäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåøåíèé áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ( 10−12) ñ ïîñëåäóþ-
ùåé ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïî äâóì íàïðàâëåíè-
ÿì ïðèìåíÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, äàþùàÿ íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñõîäèìîñòü, ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ � ìåòîä ýêñòðà-
ïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà ñ àâòîìàòè÷åñêîé íàñòðîéêîé ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
(îû÷íî îïòèìàëüíûì îêàçûâàåòñÿ 6 èëè 8 ïîðÿäîê). Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëå-
ëèâàòü àëãîðèòì íà âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ ëþáîé àðõèòåêòóðû.

Îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà
è ïóòè ýêîíîìèè âðåìåíè è ïàìÿòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 07-01-00476
è 08-01-00099.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÒÐÓÁÎÏÐÎÂÎÄÀ ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÂÎËÍ ÄÀÂËÅÍÈß

ÂÎ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Çàðèïîâ Ä.Ì.

Èíñòèòóò ìåõàíèêè Óôèìñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ, Óôà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé
òðóá, çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ. Â æèäêîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ
âîëíà äàâëåíèÿ. Íà êîíöàõ ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî çàêðåï-
ëåíèÿ èëè çàùåìëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãèá òðóáû w ìàë ïî ñðàâíå-
íèþ ñ åãî äëèíîé L, óãîë ïîâîðîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàë ïî ñðàâíåíèþ
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ñ åäèíèöåé, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå òðóáû ïðè åå èçãèáå íå èçìåíÿåò ñâîåé ãåî-
ìåòðèè. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òðóáå ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ. Ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ êîëåáàíèé îáóñëîâëåí âçàèìîäåéñòâèåì èç-
ìåíåíèÿ âî âðåìåíè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è èçìåíåíèåì êðèâèçíû óïðóãîé
ëèíèè òðóáû. Íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ïðîäîëü-
íîãî óñèëèÿ â òðóáå è òàêæå êðèâèçíû óïðóãîé ëèíèè.

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû èìååò âèä:

EI
∂4w

∂ x4 −
EF

2L(1 + λ)




L∫

0

(
∂ w

∂ x

)2

dx


 ∂2w

∂ x2 + ε
∂ w

∂ t
+ m

∂2w

∂ t2
= q0 + q, (1)

ãäå F, I � ïëîùàäü è ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ, E � ìîäóëü óïðóãîñòè, ε �
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, q0 = g(m + mf) � ïîñòîÿííàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóç-
êà íà ãîðèçîíòàëüíóþ òðóáó, g � ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå. Ïðè âûâîäå (1)
ó÷òåíî, ÷òî îïîðû äîïóñêàþò ïåðåìåùåíèå òðóáû â îñåâîì íàïðàâëåíèè. Ñî-
îòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò ëèíåéíî-óïðóãîé ïîäàòëèâîñòè îïîð îáîçíà÷åí
÷åðåç λ. Òàêèì îáðàçîì ó÷òåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî îñåâîãî ïå-
ðåìåùåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì èíåðöèîííîé ñèëû îáùàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ áîêîâàÿ íàãðóçêà íà
òðóáó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè ðàâíà:

q = −mf
∂2w

∂ t2
− πr2

0
∂

∂ x

(
p(x, t)

∂ w

∂ x

)
,

ãäå m = Fρ, mf = Ffρf , F = π(r2 − r2
0), Ff = πr2

0, r, r0 � âíåøíèé è
âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáû, ρ, ρf � ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà ñòåíêè è æèäêîñòè.

Äàâëåíèå â æèäêîñòè ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé ÷àñòåé:
p(x, t) = p0 + P sin(ω t− α x).

Çäåñü α = 2π/l = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî, ω, c, l � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, ñêîðîñòü
çâóêà è äëèíà âîëíû äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèíèìàþòñÿ äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà:

w =
∂2w

∂ x2 = 0 èëè w =
∂w

∂ x
= 0 ïðè x = 0, L.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áåðóòñÿ íóëåâûå, åñëè òðóáà íà÷èíàåò äâè-
æåíèå èç ïðÿìîëèíåéíîãî ïîëîæåíèÿ áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ðàññìîòðåíû
è äðóãèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, â òîì ÷èñëå è òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàâ-
íîâåñíîìó ïîëîæåíèþ òðóáû ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè q0 è
ñòàòè÷åñêîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà,
äëÿ êîòîðîé äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñâîäÿ-
ùàÿ ðåøåíèå èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ
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çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ïîçâîëèëî íà êàæäîé èòåðàöèè
âûïèñûâàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà ÷åò-
âåðòîé ïðîèçâîäíîé, ïîä÷èíåííîãî ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì êðàåâûì
óñëîâèÿì çàäà÷è. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ èòåðàöèîííóþ ïðî-
öåäóðó ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îáîèõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé.

Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà. Óñòàíîâëåíî,
÷òî ïðè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ ìîãóò èìåòü
õàðàêòåð áèåíèé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì íåëèíåéíûõ âûíóæäåí-
íûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, ïðè ïðåâûøå-
íèè êîòîðîé âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì ïðî-
ìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïðîâåäåí ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âîëíû äàâëåíèÿ íà õà-
ðàêòåð âîçíèêàþùèõ êîëåáàíèé òðóáû. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ðåæèìîâ êîëåáàíèé: ïåðèîäè÷åñêèõ, êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ, õàîòè÷åñêèõ ïðè
èçìåíåíèè ÷àñòîòû èëè àìïëèòóäû âîëíû äàâëåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âå-
ëè÷èíå äàâëåíèÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøåé êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïðè ëþáûõ
÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ íàáëþäàþòñÿ ëèøü ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàëîé
àìïëèòóäû. Êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû, â òîì ÷èñëå è õàîòè÷åñêèå, âîç-
íèêàþò, êîãäà âíóòðåííåå äàâëåíèå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðè-
÷åì, äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷àñòîòà
âîëíû äàâëåíèÿ áûëà ñîãëàñîâàíà ñ ÷àñòîòîé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òðóáû.

ÓÑËÎÂÈß ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÑÒÐÎÃÎ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ È
ÀÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÅÍÇÎÐÎÂ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ, ÎÒÐÛÂ

ÏÎÒÎÊÀ È ÂÈÕÐÅÂÛÅ ÂÎËÍÛ
Çàõàðåíêîâ Ì.Í.

Áðÿíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È.Ã.Ïåòðîâñêîãî

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåñæèìàåìîé ñïëîøíîé ñðåäû ïðè ïîñòîÿííîé âÿç-
êîñòè èñïîëüçîâàíèå ñòðîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé òðåáóåò âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

Ω + dx
∂Ω

∂x
+ dy

∂Ω

∂y
= 0

ãäå Ω-çàâèõðåííîñòü.
Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ýòî óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

∂Ω

∂t
+ u′

∂Ω

∂x
+ v′

∂Ω

∂y
= 0 (1)

ãäå u′, v′ � âîçìóùåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè.
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Âûïîëíåíèå (1) ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷å-
íèÿ. Ýòîò òèï íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ. Èñïîëüçóÿ (1), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ âîçìóùåíèé çàâèõðåííîñòè

∂Ω̄

∂t
− u′

∂Ω′

∂x
− v′

∂Ω′

∂y
= −∆Ω′ (2)

ãäå Ω̄ � îñðåäíåííàÿ çàâèõðåííîñòü, Ω′ � âîçìóùåíèÿ çàâèõðåííîñòè.
Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùåíèÿ çàâèõðåííîñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïðîòèâ

âîçìóùåíèé ñêîðîñòè ïîòîêà, à ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé çàâèõðåííîñòè êóìóëè-
ðóåòñÿ îñðåäíåííîé çàâèõðåííîñòüþ.

Ìíîãî÷èñëåííûå ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî âûâîäà ìîæíî íàéòè â ðàñ÷åòàõ îá-
òåêàíèÿ ïðîôèëÿ NACA0012 ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè è ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà Re
=10000-40000, ãäå â ñëåäå íàáëþäàþòñÿ âèõðåâûå âîëíû, óñèëèâàþùèåñÿ ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà Re. Èç àíàëèçà (2) ñëåäóåò îáúÿñíåíèå ýôôåêòà ¾âèõðåâî-
ãî çàïèðàíèÿ¿ ïåðâîãî ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ çàâèõðåííîñòè ïðè Re=30000, à
òàêæå îáúÿñíåíèå ôîðìèðîâàíèÿ âèõðåâûõ ïÿòåí .

Ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò òåìïåðàòóðû è äîïóùåíèè àñèììåòðèè
òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðè îáòåêàíèè ïðîôèëÿ NACA0012 ïðè Re=10000 è óãëå
àòàêè 5o íàáëþäàåòñÿ ðàçâèòèå ñòàðòîâîãî âèõðÿ è êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé
ñèëû äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ áëèçêîãî ê èçâåñòíîìó èç ýêñïåðèìåíòà. Ïðè íóëå-
âîì óãëå àòàêè è Re=10000 ïîëó÷åíî îáòåêàíèå ñ ðàçâèòèåì ñèììåòðè÷íîé
çîíû îòðûâà ïîòîêà, êîòîðàÿ çàìûêàåòñÿ â ñëåäå çà ïðîôèëåì, à íå íà çàäíåé
êðîìêå, êàê ïðè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè. Ïðè ýòîì ðàçâèòèÿ âèõðåâûõ âîëí íå
íàáëþäàåòñÿ.

ÐÅØÅÍÈß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈÈ
ÌÀÉÕÈËËÀ
Çàõàð÷óê È.È

Âîåííî-êîñìè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ èìåíè À.Ô.Ìîæàéñêîãî, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
Çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ çàíèìàåò îäíî èç öåí-

òðàëüíûõ ìåñò â ïðîáëåìàòèêå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Êëàññè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêîé çàäà÷è ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ Ìàéõèëëîì â
1957 ãîäó çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîì âêëþ÷åíèè ÷àñòåé ñàìîâîñïðîèçâîäÿùåé
ìàøèíû Íåéìàíà, âïîñëåäñòâèè èçâåñòíàÿ êàê çàäà÷à î ñèíõðîíèçàöèè öå-
ïè ñòðåëêîâ (�ring squad synchronization problem � FSSP). Ôîðìàëèçóåì çà-
äà÷ó â òåðìèíàõ òåîðèè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ. Êëåòî÷íûé àâòîìàò (cellular
automata) K åñòü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò K =<
Zd, N,A, ϕ >, ãäå Zd � ìíîæåñòâî d-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êî-
îðäèíàòàìè � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî; N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
m âåêòîðîâ N ⊂ Zd, N = {ni | ni = (x1i, . . . , xdi)}, ∃ni = 0, i = 1, . . . m
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c íóëåâûì âåêòîðîì � øàáëîí ñîñåäñòâà êëåòêè; A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ìîùíîñòè k ñîñòîÿíèé êëåòêè c âûäåëåííûì ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ ø � àëôà-
âèò êëåòî÷íîãî àâòîìàòà; ϕ � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, îïðåäåëåííàÿ
â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè è èçìåíÿþùàÿ ñîñòîÿíèå êëåòêè, ÿâëÿþùåé-
ñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì â øàáëîíå, â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèé êëåòîê, ñî-
ñòàâëÿþùèõ øàáëîí ñîñåäñòâà ϕ : Am → A, ïðè ýòîì ϕ(ø, ø, . . . , ø) = ø.
Ñîñòîÿíèå âñåõ êëåòîê íà ìîìåíò âðåìåíè t îáðàçóåò òåêóùóþ êîíôèãóðà-
öèþ ct : Zd → A. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ñèíõðîíèçàöèè (2p− 2), ãäå p � ÷èñëî
¾íåïóñòûõ¿ êëåòîê, ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ d = 1, m = 3, k = 7. Äëÿ îðäèíàð-
íûõ (m = d + 1 èëè k = 2) êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Êëåòî÷íûé àâòîìàò K = f(d = 1,m = 2, k ≤ 56) ðåøàåò FSSP
çà âðåìÿ 4(p− 1).
Òåîðåìà 2. Êëåòî÷íûé àâòîìàò K = f(d = 1,m = 18, k = 2) ðåøàåò FSSP
çà âðåìÿ 2(p− 1).
Òåîðåìà 3. Êëåòî÷íûé àâòîìàò K = f(d = 2,m = 3, k ≤ 72) ðåøàåò FSSP
çà âðåìÿ 2(h + l − 2), ãäå h, l � ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî
íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé c0.

Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû äëÿ ñëó÷àÿ d > 2. Ïðè d = 2
äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âðåìÿ ðåøåíèÿ, íà ïîðÿäîê ìåíüøå ñó-
ùåñòâóþùåãî. Ïóñòü êëåòî÷íûé àâòîìàò ïîäâåðæåí ñáîÿì, ïðè÷åì ïðè÷åì
ñîñòîÿíèÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êëåòîê â êàæäûé òàêò ðàáîòû êëåòî÷íî-
ãî àâòîìàòà ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíîé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ � 3-ðàçäåëåííûå
ñáîè.
Òåîðåìà 4. Êëåòî÷íûé àâòîìàò K = f(d = 1,m = 3, k ≤ 343) ðåøàåò FSSP
â óñëîâèÿõ 3-ðàçäåëåííûõ ñáîåâ çà âðåìÿ 2(p− 1).

Î ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÒÅÒÐÀÝÄÐÎÂ, ÓÄÎÂËÅÒÂÎÐßÞÙÈÕ
ÓÑËÎÂÈÞ ÄÅËÎÍÅ ÏÓÑÒÎÒÛ ØÀÐÀ

Èãóìíîâ À.Þ.
Âîëãîãðàäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Âîëãîãðàä

Ïîíÿòèå ïóñòîãî øàðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû òî÷åê áûëî ââåäåíî Á.Í.
Äåëîíå â 1924 ãîäó. Ñ ýòèì ïîíÿòèåì ñâÿçàíû çàäà÷è î òðèàíãóëÿöèè è î
ðàçáèåíèè ìíîæåñòâ (äèàãðàììû Âîðîíîãî).
Îïðåäåëåíèå ([1])Cèñòåìà T íåâûðîæäåííûõ òåòðàýäðîâ óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ ïóñòîòû øàðà, åñëè äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðà T ýòîé ñèñòåìû
îïèñàííûé âîêðóã íåãî îòêðûòûé øàð BT íå ñîäåðæèò âåðøèí òåòðàýäðîâ
ýòîé ñèñòåìû.

Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå âåðøèí òåòðàýäðîâ ñèñòåìû
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T è T = a1 . . . an+1 � òåòðàýäð ñèñòåìû T . Îáîçíà÷èì Tf = f(a1) . . . f(an+1),
Tf � ñåìåéñòâî òåòðàýäðîâ âèäà Tf .
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (Â. Ì. Ìèêëþêîâ). Ïóñòü f : T → Tf � îòîáðàæå-

íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x′, x′′ òåòðàýäðîâ
ñèñòåìû T âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

l |x′ − x′′| ≤ |f(x′)− f(x′′)| ≤ L |x′ − x′′|, ãäå l > 0.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óñëîâèÿ (äîñòàòî÷íûå) íà êîýôôèöèåíòû l, L, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ïðè óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíåíèå óñëîâèÿ ïóñòîòû øàðà.

Â ðàáîòå äàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì òåòðàýäðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì: 1) âñÿêèé òåòðàýäð ñèñòåìû íåâûðîæäåí; 2) òåòðàýäðû ñèñòåìû íå
èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê; 3) ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èìååò îáùèå
òî÷êè òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òåòðàýäðîâ.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Â.Ì. Ìèêëþêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è
è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ â õîäå ðàáîòû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. B. Delaunay. Sur la sph�ere vide. A la m�emoire de Georges Voronoı̈. Èçâåñòèÿ

Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, 1934, � 6, ñ. 793�800.
2. À.Þ. Èãóìíîâ. Îá îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ óñëîâèå ïóñòîòû ñôå-

ðû. Çàïèñêè ñåìèíàðà "Ñâåðõìåäëåííûå ïðîöåññû" Âûï.2. ÂîëÃÓ, Ëàá.
ñâåðõìåäëåííûõ ïðîöåññîâ; ïîä ðåä. ä-ðà ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Â.Ì. Ìè-
êëþêîâà. � Âîëãîãðàä: Èçä-âî ÂîëÃÓ. 2007, ñ. 65-72.

Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ ÐÅØÅÍÈß
ÂÛÏÓÊËÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Èøìóõàìåòîâ À.Ç.
Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÐÀÍ èì. À.À. Äîðîäíèöûíà, Ìîñêâà

Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õîðîøî èçâåñòåí ìåòîä ìîìåíòîâ, ðàç-
ðàáîòàííûé Í.Í. Êðàñîâñêèì äëÿ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè
è ðàçâèòûé äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè â ðàáîòàõ À.Ã. Áóò-
êîâñêîãî. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìó ìîæíî
ïåðåâåñòè èç çàäàííîãî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû).

Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà âîçìîæíî íåóïðàâëÿåìà, òî åñòåñòâåííî ñòàâèò-
ñÿ çàäà÷à ïåðåâîäà êàê ìîæíî áëèæå ê êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ. Ýòà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê îáîáù¼ííîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ [1].

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíû íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ïðè áîëåå îáùèõ
óñëîâèÿõ íà óïðàâëåíèÿ, ìåòîä ìîæíî îáîáùèòü ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè. À èìåííî: îí çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ìíîæèòå-
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ëåé Ëàãðàíæà â êîíå÷íîìåðíîé, äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé ðåãóëÿðèçîâàííîé
çàäà÷å.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïðîåêöèè è óñëîâíîãî ãðàäèåíòîâ, ðàçðàáîòàí ðåãóëÿ-
ðèçîâàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä [2].

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîøàãîâûìè äëÿ âíóòðåííèõ ïðî-
öåäóð, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèå çàäà÷è. À èìåííî: åñëè
çàäàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à

J(u) → inf, u ∈ U ⊂ H,

ãäå H - íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
àïïðîêñèìèðóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷

JN(u) → inf, u ∈ UN ⊂ HN , N = 1, 2....

Äëÿ ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûøåîïèñàí-
íûå ìåòîäû. Äà¼òñÿ îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 07-01-00416).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Âàñèëüåâ Ô.Ï., Èøìóõàìåòîâ À.Ç., Ïîòàïîâ Ì.Ì. Îáîáù¼ííûé ìåòîä

ìîìåíòîâ â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1989.
2. Èøìóõàìåòîâ À.Ç. Ðåãóëÿðèçîâàííûå ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ïðîåêöèè

è óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ñ êîíå÷íîøàãîâûìè âíóòðåííèìè àëãîðèòìàìè //
Âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç.. 2003. Ò. 43. N. 12. Ñ. 1896�1909.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÍÀÍÎ×ÀÑÒÈÖ
Êèñåëåâ Ñ.Ï.

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À.
Õðèñòèàíîâè÷à ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ðåøåíî íåñêîëüêî çàäà÷ î ðàçðóøåíèè
ìåòàëëè÷åñêèõ íàíî÷àñòèö â ðåçóëüòàòå èõ íàãðóæåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé
âîëíîé. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è. Çàäà÷à î ðàçðóøå-
íèè îäíîé ñôåðè÷åñêîé êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöû, ñîñòîÿùåé èç ìåäíîé (Cu)
ìàòðèöû è ñôåðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ èç ìîëèáäåíà (Mo). Çàäà÷à î êîìïàêòè-
ðîâàíèè ÷åòûðåõ íàíî÷àñòèö ìåäè è ÷åòûðåõ íàíî÷àñòèö ìîëèáäåíà çà óäàð-
íîé âîëíîé è ðàçðóøåíèè âîçíèêøåãî êîìïàêòà â âîëíå ðàçðåæåíèÿ. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ðîñò ïîð è ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäÿò â ìåíåå ïðî÷íîì êîìïîíåíòå
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Cu â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû Cu-Mo. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïëàñòè÷åñêè-
ìè äåôîðìàöèÿìè è íàðóøåíèåì èäåàëüíîñòè ðåøåòîê â êîìïîçèòå Cu-Mo
â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû. Êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ðàçðóøåíèÿ â
êîìïàêòå Cu-Mo ìåíüøå, ÷åì â êîìïîçèòå Cu-Mo. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîçíèêíîâå-
íèåì çíà÷èòåëüíûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïëàâëåíèåì íàíî÷àñòèö Cu
ïðè êîìïàêòèðîâàíèè. Ïðè ðàçðóøåíèè íàíî÷àñòèö èìååò ìåñòî ìàñøòàáíûé
ýôôåêò êàê ïðè ðàçðóøåíèè ìàêðîòåë.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóí-
äàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00108-à), çàêàçíîãî ïðîåêòà
Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ � 5, Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 106, ãðàíòà
Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë � ÍØ-4292.2008.1.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÎÏÓËßÖÈÎÍÍÎÉ
ÄÈÍÀÌÈÊÈ Ñ ÊÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÌ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ

ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ
Êîâàëåâà Å.Ñ., Öèáóëèí Â.Ã.

Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó
Èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâà-
þùàÿ âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ñîñóùåñòâóþùèõ â ïðåäåëàõ îäíîãî àðåàëà ïî-
ïóëÿöèé. Äàííàÿ ìîäåëü îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîñèììåòðè÷íûõ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ âîçíèêàþò êîíòèíóàëüíûå ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé ñ ïåðåìåííûì ñïåêòðîì
óñòîé÷èâîñòè. Íà îñíîâå ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
èçó÷åíà äèíàìèêà ñèñòåìû è íàéäåíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ðàñïàäà ñåìåéñòâ
ðàâíîâåñèé ïðè âîçìóùåíèè êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè [1], ïðåäëîæåííîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïî-
ïóëÿöèé:

ẇ = Kw′′ + Mw′ + F (w, w′) ≡ Φ(w) , (1)
w(x, 0) = w0(x) , x ∈ Ω, (2)
w(0, t) = ξ, w(a, t) = γ , x ∈ ∂Ω , (3)

Çäåñü w � âåêòîð ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ (êîíöåíòðàöèé) ïîïóëÿöèé. Ìàò-
ðèöà äèôôóçèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ äèàãîíàëüíà K = diag(k1, k2, k3).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïðè ξ = γ = 0, ηi = η, (i = 1, 2, 3) îáëàäàåò
ëèíåéíîé êîñèììåòðèåé Ψ(w) = BK−1Mw, ãäå B = diag(1,−1,−1).

Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñèñòåìû (1)�(3) èñïîëüçîâàëñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñò-
íûé ïîäõîä [2] è ìåòîä ïðÿìûõ. Íà èíòåðâàëå [0, a] ââîäèëàñü ðàâíîìåðíàÿ
ñåòêà xj = jh, ÷åðåç wi,j îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå i-îé êîíöåíòðàöèè wi â óçëå xj.
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Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà êîñèììåòðèè äèñêðåòèçàöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ w′, w′′ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ îò-
íîøåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîñòè âèäà
u′v ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ ôîðìóëà:

dj(u, v) =
2

3

(uj+1 − uj−1)

2h
vj +

1

3

(vj+1 − vj−1)

2h
uj − 1

3

uj+1vj+1 − uj−1vj−1

2h
.

Ðàñ÷åò íåñòàöèîíàðíûõ è óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðîâîäèë-
ñÿ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà. Âû÷èñëåíèå ñåìåéñòâ ðàâíîâåñèé ïðè
ξ = γ = 0 îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ïîäõîäà, îïèñàííîãî â [2]. Íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñèé ñåìåéñòâà íàõîäèëîñü ìåòîäîì óñòà-
íîâëåíèÿ èëè ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.
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Ðèñ. 1: Êàðòà ðåæèìîâ (ñïðàâà), îòâåòâëÿþùèõñÿ îò ñåìåéñòâ ðàâíîâåñèé (ñëåâà) ñ óñòîé÷èâûìè (ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ) è íåóñòîé÷èâûìè (ïóíêòèð) äóãàìè: ïðåäåëüíûå öèêëû � îáëàñòè n1, n2, n3; èçîëèðîâàííûå
ðàâíîâåñèÿ � îáëàñòè e1, e2, e3, ñîñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà è ðàâíîâåñèÿ îáëàñòè � c1, c2

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû êàðòû ðåæèìîâ íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ξ1 è γ1

ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êðàåâûõ çíà÷åíèé (|ξ1|, |γ1| ≤ 0.2), ξi, γi = 0, i = 2, 3,
η1 = η2 = η3 = 10. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ïåðåíîñà λ, ν â ëå-
âîé ÷àñòè ðèñ. 1 äàíû ôàçîâûå ïðîåêöèè ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé
íà ïëîñêîñòü W1 = w1(a/2, t),W2 = w2(a/2, t). Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû äóãè,
ñîñòîÿùèå èç íåóñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé. Åñëè ïðè ξ1 = γ1 = 0 ñåìåéñòâî áûëî
ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâî (λ = 15, ν = 4), òî ïðè (|ξ1|+ |γ1| 6= 0) ïîÿâëÿþòñÿ ëè-
áî ïðåäåëüíûå öèêëû (îáëàñòè n1, n2, n3), ëèáî èçîëèðîâàííûå ðàâíîâåñèÿ
(e1, e2, e3). Äëÿ ñåìåéñòâà, ñîñòîÿâøåãî èç äóã óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ðàâíîâåñèé (λ = 15, ν > 4), êàðòèíà ðàñïàäà ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå: ïîÿâëÿþòñÿ
òàêæå îáëàñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ è èçîëèðîâàííûõ
ðàâíîâåñèé, ïîìå÷åííûå íà ðèñ. 1 áóêâàìè c1, c2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (08-01-00734), ãðàíòà
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ïîääåðæêè âåäóùåé íàó÷íîé øêîëû (ïðîåêò ÍØ-5747.2006.1).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ
ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÉ Ñ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
Êîñòîìàðîâ Ä.Ï.

Ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà
Ìàãíèòíîå ïåðåñîåäèíåíèå (ïåðåçàìûêàíèå) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäà-

ìåíòàëüíûé ïðîöåññ, îòëè÷àþùèéñÿ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì àñïåêòîâ è ïðî-
ÿâëåíèé â àñòðîôèçè÷åñêîé, êîñìè÷åñêîé è ëàáîðàòîðíîé ïëàçìå. Ïåðåñîåäè-
íåíèå ïðåäñòàâëÿåò ïî ñóùåñòâó ïåðåñòðîéêó òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
îáóñëîâëåííóþ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ ïëàçìû. Ýòî èçìåíåíèå ïðèâîäèò
ê âûñâîáîæäåíèþ íàêîïëåííîé ìàãíèòíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ìîæåò òðàíñ-
ôîðìèðîâàòüñÿ â ýíåðãèþ áûñòðûõ ÷àñòèö è èçëó÷åíèÿ. Ìàãíèòíîå ïåðåñî-
åäèíåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì íåëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð
òèïà òîêîâûõ ñëîåâ è òàê íàçûâàåìûõ ¾çàìêîâ¿. Â ðàáîòå ÷èñëåííî è àíàëè-
òè÷åñêè èçó÷åí ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ òîêîâîãî ñëîÿ â òðåõìåðíîé ìàãíèò-
íîé êîíôèãóðàöèè è îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè ïëàçìû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ
òðåõìåðíîãî òîêîâîãî ñëîÿ.

Ïðîáëåìà ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâà, åñëè ïðè âñÿêîì äîñòàòî÷íî ìàëîì èçìåíåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ
âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ñïîíòàí-
íîãî è âûíóæäåííîãî ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ òîïîëîãèÿ ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ,
òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ
ïåðåéäåò â ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâóþ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç ïðîöåññà òðàíñôîðìàöèè ñòðóêòóð-
íî íåóñòîé÷èâûõ ìàãíèòíûõ êîíôèãóðàöèé â ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè êàòàñòðîô. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ìîðñà ïðåäñêà-
çàí ðàñïàä îñîáîé òî÷êè 3-ãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè
ñîçäàí îðèãèíàëüíûé ïàðàëëåëüíûé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèé êîä äëÿ ìî-
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äåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïëàçìû â ðàìêàõ òðåõìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëè.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü
ðàçìåð ñåòêè ïî êàæäîé êîîðäèíàòå â 5�10 ðàç è ñîêðàòèòü âðåìÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ
ïðèìåðíî â 5 ðàç. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ìóëüòèïðîöåññîðíîì ñóïåðêîì-
ïüþòåðå IBM eServer p690 Regatta, óñòàíîâëåííîì íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

ÌÀËÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß
ÄËß ÇÀÄÀ× ÓÄÀÐÀ

Êðàóñ Å.È., Ôîìèí Â.Ì., Øàáàëèí È.È.
Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À.

Õðèñòèàíîâè÷à ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Â ðàìêàõ ìîäåëè Ìè � Ãðþíàéçåíà, íà îñíîâå ôóíêöèè Ãðþíàéçåíà Ìî-

ëîäöà À.Ì. [1], ïîñòðîåíî òåðìîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ òâåðäîé
ôàçû â ïðèáëèæåíèè Äåáàÿ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîì
�õîëîäíûå� äàâëåíèÿ è ýíåðãèÿ ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå èç îáîáùåí-
íîé ôîðìû ôóíêöèè Ãðþíàéçåíà [2]. Â ðàáîòå ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà è óñòà-
íîâëåí âèä îáúåìíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïàðàìåòðà t äëÿ ðàçëè÷íûõ êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ ìîäåëåé (òåîðèÿ Ëàí-
äàó - Ñëýéòåðà [3, 4], Äóãëåéëà - Ìàêäîíàëüäà [5], Çóáàðåâà � Âàùåíêî [6]).
Ïðè ýòîì, âàðüèðóÿ ïàðàìåòðîì t, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå äëÿ êîíêðåòíîãî
ìàòåðèàëà îäíîé èç òåîðèé, íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþùåé ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå íà óäàðíîé àäèàáàòå.

γp (V ) = −
(

2− t

3

)
− V

2




d2

d V 2

(
PxV

2t
3

)

d
d V

(
PxV

2t
3

)



Íà îñíîâå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè è ñ ïðèâëå÷åíèåì ñîçäàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ ðåàêòîðà êîñìè÷å-
ñêîé ÿäåðíîé ýíåðãåòè÷åñêîé óñòàíîâêè ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè â äâóìåðíîé
ïîñòàíîâêå [7].
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ÄÂÓÕÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ËÅÌÌÀ ÊÅËËÎÃÀ ÄËß
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ

ÌÅÒÎÄÎÂ ÐÅØÅÍÈß ÑËÀÓ
Êðóêèåð Á.Ë., ×èêèíà Ë.Ã.

ÞÃÈÍÔÎ ÐÃÓ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Îïåðàòîð ïåðåõîäà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà

B(ω)
xk+1 − xk

τ
+ Axk = f, k = 0, 1, 2, ... (1)

ãäå A è B íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïðåäñòàâèì â âèäå:

G (τ, ω) = (E + 0.5ωF )−1 (E + (0.5ω − τ) F ) , (2)

ãäå F = (B(ω)− 0.5ωA)−1A.
Ëåììà 1. Ïóñòü α, β �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì α ≥ 0. Åñëè F è

(E + αF ) � íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû, òî óñëîâèå

−α ≤ β ≤ α + 2λmin
(
F−1)

0 , (3)

ãäå
(
F−1

)
0 = 1

2

(
F−1 + F−T

)
, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ îöåí-

êè ∥∥∥(E + αF )−1 (E − βF )
∥∥∥ ≤ 1. (4)

Ñïåêòðàëüíûé àíàëîã ëåììû Êåëëîãà
Ïóñòü

λk (F ) = Reλk (F ) + iImλk (F )

ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà F . Çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëà-
ìè îïåðàòîðà ïåðåõîäà (2) è îïåðàòîðà F

λk (G (τ, ω)) =
1 + (0.5ω − τ) λk (F )

1 + 0.5ωλk (F )
. (5)
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Ëåììà 2. Ïóñòü α, β �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì α ≥ 0. Åñëè F è
(E + αF ) � íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû, òî óñëîâèå

−α < β < α + 2 min
k

Reλk

(
F−1) . (6)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè
|λk (G (τ, ω))|2 < 1. (7)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ. Ãðàíòû �06-01-
00038-à.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ñàìàðñêèé À.À., Íèêîëàåâ Å.Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.

Ì.: Íàóêà, 1978.
2. Ìàð÷óê Ã.È. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Ì: Íàóêà, 1989

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÏÐÈ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÈ ÌÅÑÒÎÐÎÆÄÅÍÈÉ

ÍÅÔÒÈ È ÃÀÇÀ
Êóäðÿøîâ È.Þ., Ìàêñèìîâ Ä.Þ.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè

ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñèìóëÿòîðà ÌÊÒ, ðàçðàáîòàííîãî ñîòðóäíèêàìè ÈÏÌ
èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ ïðè ïîääåðæêå ðîññèéñêîé ãðóïïû êîìïàíèé
TimeZYX.

Ïðè ïîìîùè ÌÊÒ âîçìîæíî ìîäåëèðîâàíèå ôèëüòðàöèè â àíèçîòðîïíûõ
ñðåäàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîãî òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè, ó÷¼ò íåëèíåéíîãî
ïðèòîêà ïðè ñîâìåñòíîé äîáû÷å èç íåñâÿçàííûõ ïðîïëàñòêîâ, ïðÿìîå ìîäå-
ëèðîâàíèå ãåîëîãî-òåõíè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé, òàêèõ êàê ãèäðîðàçðûâ ïëàñòà.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âåñüìà ðåñóðñî¼ìêèõ ðàñ÷¼òîâ ïî ïðîãíîçó è àäàïòàöèè ãè-
ãàíòñêèõ ìîäåëåé ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è ãàçà áûëà ñîçäàíà ïàðàëëåëüíàÿ
âåðñèÿ ÌÊÒ, ðàáîòàþùàÿ íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëà-
ñòåðàõ.

Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðàöèîíàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè íà
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå àêòèâíûõ ÿ÷ååê ïî ïðîöåññîðàì (ÿäðàì), ÷òî ïîçâîëèëî óìåíüøèòü âðåìÿ
ñ÷¼òà íà òðåòü è áîëåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòûì ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì,
êîòîðîå èñïîëüçóåò, íàïðèìåð, ñèìóëÿòîð Eclipse 100 (Schlumberger).

Òåì ñàìûì ïîäçàäà÷è îáëàäàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâîé ñëîæíîñòüþ è òðå-
áóþò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, ÷òî
ãîâîðèò î áàëàíñèðîâêå íàãðóçêè.
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Ïðèìåí¼ííûé àëãîðèòì â áîëüøîé ìåðå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ñîêðàùàòü
âðåìÿ ñ÷¼òà çàäà÷è ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ, ïîêàçûâàÿ õîðîøóþ
ìàñøòàáèðóåìîñòü. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò íå âñå ïàðàëëåëüíûå ñèìóëÿ-
òîðû. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìîäåëè âìåñòå ñ ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ âðåìÿ
ñ÷¼òà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 40%.

Ïðîâåðåíà âîçìîæíîñòü ðàñ÷¼òà î÷åíü êðóïíûõ ðåàëüíûõ ìîäåëåé, â òîì
÷èñëå ñîäåðæàùèõ áîëåå 500 ìëí. ÿ÷ååê. Ïðè ìàëîì ÷èñëå ñêâàæèí ýôôåê-
òèâíîñòü áëèçêà ê 95%, äëÿ ðåàëüíîé ìîäåëè áîëåå ÷åì ñ 5000 ñêâàæèí ýô-
ôåêòèâíîñòü ñîñòàâëÿåò 60�65%.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 06-01-00836).

ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÐÅÆÈÌÛ ÊÓÌÓËßÖÈÈ ÏÐÈ
ÑÕËÎÏÛÂÀÍÈÈ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÈÖÎÂÊÈ

Êóêóäæàíîâ Â.Í.
Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, Ìîñêâà

Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ [1, 2] áûë ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îáðàçîâà-
íèè êóìóëÿòèâíîé ñòðóè ïðè äåéñòâèè äåòîíàöèîííîé âîëíû è ïðîäóêòîâ
äåòîíàöèè íà ìåòàëëè÷åñêóþ îáëèöîâêó îñåñèììåòðè÷íîãî çàðÿäà âçðûâ÷à-
òîãî âåùåñòâà. Ìàòåðèàë îáëèöîâêè îïèñûâàåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíîé ìîäåëüþ
ñâÿçíîé òåðìóïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñ ó÷åòîì çàðîæäåíèÿ è ðîñòà
äåôåêòîâ, à òàêæå òåðìè÷åñêèì ðàçóïðî÷íåíèåì â ñëåäñòâèå äèññèïàöèè â
ïîëîñàõ ëîêàëèçàöèè ñäâèãà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè [1]. Ìîäåëü ïîçâîëÿ-
åò ïðàâèëüíî îïèñàòü ìàñøòàáíûé ýôôåêò è âÿçêîå ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà
âïëîòü äî åãî ôðàãìåíòàöèè.

Ðàññìàòðèâàëèñü 3 âîçìîæíûõ ðåæèìà êóìóëÿöèè: à) ñõëîïûâàíèå êî-
íè÷åñêîé îáëèöîâêè ñ îáðàçîâàíèåì âûñîêîñêîðîñòíîé êóìóëÿòèâîé ñòðóè,
á) èíòåíñèâíîå íàòåêàíèå ìàòåðèàëà íà îñü ñ ôîðìèðîâàíèåì èç îáëèöîâêè
âûñîêîñêîðîñòíîãî êîìïàêòíîãî ýëåìåíòà, â) âûâîðà÷èâàíèå îáëèöîâêè áåç
âûðàæåííîãî êóìóëÿòèâíîãî ýôôåêòà.

Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ àäàïòèðóþùèõñÿ Ëàãðàíæà-ýéëåðîâûõ ñåòîê
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [3]. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðåæèìàõ ó÷èòûâà-
ëîñü ðàçðóøåíèå îáëèöîâêè è ñòðóè è ôðàãìåíòàöèÿ ðàçðóøåííîãî ìàòåðè-
àëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 06-01-00523) è Ïðîãðàììû � 13 Îòäåëå-
íèÿ ýíåðãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Ðîññèé-
ñêîé Àêàäåìèè íàóê.
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ÒÅ×ÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÂÛÑÎÊÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ

Ëàð÷åíêî Â.Â.
Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,Ðîñòîâ-íà-Äîíó
Ïóñòü N = {1, 2, ..., n}, n < ∞, i ∈ N, D = (−1, 1) × (−∞,∞),4±(·) =

= ∂2
xx(·)± ∂2

zz(·), δ ∈ (−r, r), r ¿ 1,
∑n

j=1 Eij =
∑n

i=1 ci = 1, λ∗= mink{λk}.
Íà ïðèìåðå âòîðè÷íîãî êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé ëî-

êàëüíî íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðåäëàãàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

(1) (x, z)∈ D, 4T + δη(x)(1− sign|λ− λ∗|) =
n∑

i=1

ci < 5Zj ◦ 5T >,

λ42 Zi + βi∂xT =
n∑

j=1

Eij[< 5Zj ◦ 4+(5Zi) > + < ∂2
xzZ

ij ◦ 4−Zij >],

x = ±1, ∂xZ
i = ∂zZ

i = 0, T = θx. < u ◦ v >=< u, Jv >E2
,∀u, v ∈ E2.

Çäåñü Z1, Z2, ..., Zn, T− èñêîìûå ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x, z),
ci, Eij− èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, λ, βi, δ, θ− ÷èñëîâûå, à η(x)− ôóíêöèî-
íàëüíûé ïàðàìåòðû,{λk}− íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë
[1], E2− åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè äâà, J− êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà 2× 2, Zij = colon(Zi, Zj).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïðîñòðàíñòâî èñêîìûõ ôóíêöèé Z1, Z2, ..., Zn, T íà-
çûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè åãî ðàçìåðíîñòü íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòüþ îáëàñòè D.

Íåîäíîðîäíîñòü êîíòèíóóìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå
A(x, z)∈D åãî ïëîòíîñòü ρ, òåïëî¼ìêîñòü c è êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ β ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáîå èç n çíà÷åíèé (ρ1, ρ2, ..., ρn), (c1, c2, ..., cn),
(β1, β2, ..., βn), ρi > 0, ci ≥ 0, ïðè÷¼ì ñðåäíèå < ρ >, < c > ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî |ρ|, |c|, ãäå |(·)| = (·)1 + (·)2 + ... + (·)n. Â ìîäåëè êàæäûé äèôôåðåí-
öèàëüíûé ýëåìåíò ñðåäû ρi dxdz èìååò ñâîè ñêîðîñòè vi

x = −∂zZ
i, vi

z = −∂xZ
i.
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Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ âåðòèêàëüíîé ïîëîñû â îäíîðîäíîì ãðàâèòà-
öèîííîì ïîëå àëãîðèòìàìè èç ðàáîòû [1]. Êðèòè÷åñêèå ÷èñëà {λk}è èõ êðàò-
íîñòü, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ ãðóïïó ñèììåòðèè Sp (2n,R), ñîâïà-
äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè äëÿ ñâÿçíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà è
òåïëîïðîâîäíîñòè, åñëè β1 = ... = βn = β. Îäíàêî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
âòîðè÷íîãî òå÷åíèÿ â R2 ó íèõ ðàçíûå. Çàäà÷à (1) ïîçâîëÿåò, êðîìå òîãî,
îöåíèòü âëèÿíèå îñðåäíåíèé β íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �08-01-00207-à.
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ÏÅÐÅÍÎÑ ÇÀÐßÄÀ ÑÎËÈÒÎÍÀÌÈ Â ÄÍÊ
Ëàõíî Â.Ä.

Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì áèîëîãèè ÐÀÍ, Ïóùèíî

Ïîêàçàíî, ÷òî â îäíîðîäíûõ ñèíòåòè÷åñêèõ ïîëèíóêëåîòèäíûõ öåïî÷êàõ
ðåàëèçóåòñÿ ñîëèòîííûé ìåõàíèçì ïåðåíîñà çàðÿäà. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû î
ðàññòîÿíèè, íà êîòîðîå âîçìîæåí ïåðåíîñ çàðÿäà, äâèæåíèå â ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå è ïîäâèæíîñòü ñîëèòîíîâ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÕÎËÑÒÅÉÍÎÂÑÊÎÉ
ÌÎÄÅËÈ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÇÀÐßÄÀ Â ÌÎËÅÊÓËßÐÍÛÕ

ÖÅÏÎ×ÊÀÕ Ñ ÄÈÑÏÅÐÑÈÅÉ È ÁÅÇ
Ëàõíî Â.Ä. Ôèàëêî Í.Ñ.

Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì áèîëîãèè ÐÀÍ, Ïóùèíî

Â êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ áèîìîëåêóëÿðíûå öå-
ïî÷êè ïåðåíîñ çàðÿäà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ óåäèíåííûìè âîëíàìè � ñîëè-
òîíàìè èëè ïîëÿðîíàìè. Â èññëåäóåìîé ìîäåëè Õîëñòåéíà ìîëåêóëÿðíàÿ öå-
ïî÷êà ïðèáëèæåííî ìîäåëèðóåòñÿ äèñêðåòíîé öåïî÷êîé, ñîñòîÿùåé èç ñàéòîâ
(ñàéòû - ìîëåêóëû èëè ãðóïïû ñèëüíî ñâÿçàííûõ àòîìîâ, êîòîðûå âçàèìîäåé-
ñòâóþò ìåæäó ñîáîé ñðàâíèòåëüíî ñëàáûìè ñèëàìè). Â öåïî÷êó ïðèâíîñèòñÿ
èçáûòî÷íûé çàðÿä (ýëåêòðîí èëè äûðêà). Ðàñïðîñòðàíåíèå çàðÿäà âëèÿåò íà
äâèæåíèÿ ñàéòîâ, è íàîáîðîò, ñìåùåíèå ñàéòà èçìåíÿåò âåðîÿòíîñòü íàõîæäå-
íèÿ çàðÿäà íà íåì (ïîëÿðîííûé ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ). Äâèæåíèå çàðÿäà
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, à êîëåáàíèÿ ñàéòîâ � êëàññè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé
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êîëåáàíèÿ ñàéòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà ñî ñìåùåíèÿìè ñàéòîâ. Çàäà÷à ñâîäèò-
ñÿ ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ ñâÿçàííûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ è êëàññè÷åñêèõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñ-
ëåííî. Ñèñòåìà â îáåçðàìåðåííîì âèäå äëÿ îäíîðîäíîé öåïî÷êè èç N ñàéòîâ:

dbn

dt
= κunbn + νbn+1 + νbn−1,

d2un

dt2
= −ω2un − ξ(un+1 + un−1)− |bn|2. (1)

Çäåñü ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: bn � àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íà-
õîæäåíèÿ çàðÿäà íà n-îì ñàéòå, un � ñìåùåíèå n-îãî ñàéòà èç ðàâíîâåñíîãî
ïîëîæåíèÿ. Êîýôôèöèåíòû η � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäà ñ n-ãî íà k-ûé
ñàéò, κ � êîíñòàíòà ñâÿçè êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé ïîäñèñòåì, ξ � êîýôôè-
öèåíò äèñïåðñèè.

Êàê èçâåñòíî, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëÿðîíà áîëüøîãî ðàäèóñà (êîãäà ïî-
ëóøèðèíà óåäèíåííîé âîëíû ìíîãî áîëüøå åäèíèöû): áåç äèñïåðñèè (ξ = 0,
ñàéòû â êëàññè÷åñêîé ïîäñèñòåìå íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì) íå ñóùåñòâó-
åò ñòàöèîíàðíî äâèæóùåéñÿ óåäèíåííîé âîëíû; à ïðè ξ 6= 0 òàêîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, ò.å. â öåïî÷êå ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ ïîëÿðîí, äâèæóùèéñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Ìû ïðîâåëè ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ïðè ïàðàìåòðàõ,
äëÿ êîòîðûõ ïîëóøèðèíà óåäèíåííîé âîëíû áîëüøå 3. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèé, ñõîäíûõ ñ äâèæóùèìèñÿ ñîëèòîíàìè, â öåïî÷êàõ áåç äèñïåðñèè.
Ñêîðîñòü äâèæóùåéñÿ óåäèíåííîé âîëíû ñî âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ. Ôèçè÷å-
ñêèé ìåõàíèçì óáûâàíèÿ ñêîðîñòè îáóñëîâëåí âîçáóæäåíèåì íåçàòóõàþùèõ
êîëåáàíèé ñàéòîâ ïðè äâèæåíèè âîëíû ïî öåïî÷êå (Ðèñ. 1)

Ñîñòîÿíèåì ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â îäíîðîäíîé öåïî÷êå áóäåò ñòîÿ÷àÿ
âîëíà. Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà, ò.å. äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû 1. Ïî íåâîçìóùåííîé öåïî÷êå óåäèíåííàÿ âîëíà äâèæåòñÿ,
îñòàâëÿÿ çà ñîáîé êîëåáàíèÿ ñàéòîâ ñ êîíå÷íîé àìïëèòóäîé. Ïðè ýòîì ïðîèñ-
õîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî öåïî÷êå, ïîçàäè âîëíû óâåëè÷èâàþòñÿ
êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñàéòîâ, è ñîîòâåòñòâåííî ïîíèæàåò-
ñÿ ýíåðãèÿ ñàìîé âîëíû. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âîëíû óìåíüøàåòñÿ. Ðàñ÷åòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî òîðìîæåíèå âîëíû ïðîèñõîäèò íåëèíåéíî. Ìîæíî çàäàòü
áîëüøóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü âîëíû (íàïðèìåð, êîãäà çàðÿä ëîêàëèçîâàí íà
îäíîì ñàéòå ó êðàÿ öåïî÷êè); ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîéäåò âîëíà
äî îñòàíîâêè, ìîæåò ñîñòàâëÿòü ñîòíè òûñÿ÷ ñàéòîâ (îöåíêà ïî ðåçóëüòàòàì
ñåðèè ðàñ÷åòîâ).

Â ñëó÷àå öåïî÷êè ñ äèñïåðñèåé (ξ 6= 0) ñèòóàöèÿ òåîðåòè÷åñêè äîëæíà
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Ðèñ. 1: Óåäèíåííàÿ âîëíà äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Íà âåðõíåì ãðàôèêå � âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿäà |bn|2 ïî ñàéòàì â íåêîòîðûé ìîìåíò, íà íèæíåì � ñìåùåíèÿ ñàéòîâ un â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè.
Âèäíî, ÷òî çà âîëíîé îñòàåòñÿ �øëåéô� èç êîëåáëþùèõñÿ ñàéòîâ.

áûòü äðóãîé: ïîñëå âîëíû, äâèæóùåéñÿ ñ íåáîëüøîé ñêîðîñòüþ, íå äîëæíî
îñòàâàòüñÿ �øëåéôà� èç êîëåáëþùèõñÿ ñàéòîâ, ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè
íåò, è âîëíà äâèæåòñÿ áåñêîíå÷íî. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïîäîáíîãî ðåæèìà íàéòè ïîêà íå óäàëîñü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 07-07-00313

Ê ÇÀÄÀ×Å ÎÒÐÛÂÍÎÃÎ ÎÁÒÅÊÀÍÈß ÏÐÎÔÈËß
Ëåæíåâ Â.Ã.

Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x) çàäà÷è îáòåêàíèÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ R2 ñ ãðà-
íèöåé S ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ëèíåéíîé ôóíêöèè l(x) è ëîãàðèôìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïî S ñ ïëîòíîñòüþ q(x). Ëèíåéíàÿ ÷àñòü îïðåäå-
ëÿåò ñêîðîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè {u0, v0}, è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü
q(x), x = (x1, x2) ∈ S òàê, ÷òîáû ψ(x) = b ïðè x ∈ S, ãäå b � ïîñòîÿííàÿ.
Ôóíêöèÿ g(y) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà äëÿ ëþáûõ u0, v0, b.

Â äàííîé ðàáîòå âìåñòî ëîêàëüíîãî óñëîâèÿÆóêîâñêîãî-×àïëûãèíà ñòåêà-
íèÿ ïîòîêà ñ îñòðîé êðîìêè êðûëà (óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè) ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ìèíèìèçàöèÿ çàâèõðåííîñòè íà S, ò.å. óñëîâèå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
Ω = (q, q)S, ãäå (, ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(S).

Îáîçíà÷èì q∗(x) ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà Ðîáåíà äëÿ S, L2(S) = {q∗}⊕L∗2(S),
E(x) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïëîòíîñòü âèõðåé
èìååò âèä q(x) = q0(x) + γq∗(x), q0 ⊥ q∗. Èçìåíÿÿ γ, ïîëó÷àåì âñå îáòå-
êàþùèå S òå÷åíèÿ äëÿ {u0, v0}, ìèíèìóìó Ω ñîîòâåòñòâóåò γ = 0.

62



Àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zm ∈
Q, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñè-
ñòåìà ôóíêöèé α−m(x) = E(zm+1 − x) − E(zm − x) ïîëíà â L∗2(S) è ëèíåéíà
íåçàâèñèìà.

Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x) = l(x)+(q(y), E(x−y))S òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà â Q.
Ñëåäîâàòåëüíî, l(zm+1)− l(zm)+(q(y), α−m(y))S = 0. Ïîäñòàâëÿÿ àïïðîêñèìà-

öèþ qN
0 (x) =

N∑
1

cmα−m(x) âìåñòî ïëîòíîñòè q0(x) ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cm.

Äëÿ êðûëà Æóêîâñêîãî ïðèâåäåíû ëèíèè òîêà ïðè α = 100 (N = 40).

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè q∗(x) ïðåäñòàâëåí â [1].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �06-01-96648.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ëåæíåâ Â.Ã. Ôóíêöèÿ òîêà çàäà÷è ïëîñêîãî îáòåêàíèÿ, ïîòåíöèàë Ðîáå-

íà è âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå // ÄÀÍ. 2004. Ò. 394. N. 5. Ñ. 615�617.

ÎÏÛÒ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÌÂÑ ÏÐÈ ÎÒÐÀÁÎÒÊÅ
ÈÇÄÅËÈÉ ÐÊÒ

Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â., Øêàðäóí À.Ï.
ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò

ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ, ñîïóòñòâóþùèõ ôóíêöèîíèðî-
âàíèþ èçäåëèé ÐÊÒ, òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ ðåøå-
íèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ àýðîìåõàíèêè, òåïëîìàññîîáìåíà, ïðî÷íîñòè, óïðàâ-
ëåíèÿ è ò.ä. Ñ ýòîé öåëüþ â ÔÃÓÏ ÖÍÈÈìàø â òå÷åíèå 2001 - 2008 ãã. ïðè
ïåðâîíà÷àëüíîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, è âïîñëåäñòâèè Ðîñêîñìîñà, áûë ñîçäàí
ñóïåðêîìïüþòåðíûé öåíòð.

Â ñîñòàâ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà âõîäÿò äâå êëàñòåðíûå ñèñòåìû ñ
ïèêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ 2.2 T�ops (T-Edge58) è 0.3 T�ops. Ïðè âûáîðå
ìîäåëè ïðîöåññîðîâ äëÿ êëàñòåðà T-Edge58 áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå äî-
ñòóïíûõ íà òîò ìîìåíò âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ íà òèïîâîé çàäà÷å ãàçîäèíàìè-
êè, ïîêàçàâøåå ïðåèìóùåñòâî ïî ïîêàçàòåëþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü/ñòîèìîñòü
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óçëîâ ñ ïðîöåññîðàìè Xeon 5345 ôèðìû Intel. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàñòåð
ÔÃÓÏ ÖÍÈÈìàø T-Edge58 çàíèìàåò 17-þ ïîçèöèþ â ðåéòèíãîâîì ñïèñêå
ÒÎÐ50.

Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ

Ðàçðàáîòàíî ñïåöèàëèçèðîâàííîå ïàðàëëåëüíîå ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ îòðàáîòêè õàðàêòåðèñòèê èçäåëèé ÐÊÒ,
ïîçâîëÿþùåå ðåøàòü øèðîêèé êëàññ ñîâðåìåííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ
îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ïàêåòà ïðîãðàìì, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî äëÿ
ðàñ÷åòíîé îòðàáîòêè èçäåëèé ÐÊÒ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ íàó÷íîé øêîëû ÍØ-2496.2008.8 è ïðè ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû � 07-01-00530, 07-01-13505.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÛÕ ÊÎÍÖÅÂÛÕ ÂÈÕÐÅÉ
È ÈÕ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Ñ ÓÄÀÐÍÛÌÈ ÂÎËÍÀÌÈ

Ëóöêèé À.Å.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Âîçðîñøèé èíòåðåñ ê ñîçäàíèþ âûñîêîñêîðîñòíûõ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì

ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ âûÿâèë íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ êîíöåâûõ âèõðåé,
èõ õàðàêòåðèñòèê, ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ñïóòíîì ïîòîêå è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
óäàðíûìè âîëíàìè.

Äëÿ äîçâóêîâûõ ðåæèìîâ ïîëåòà âñå ýòè âîïðîñû ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, òåîðåòè÷åñêèìè è ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî, äëÿ ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ïîëó÷åíî äîâîëüíî ìàëî [1,2]. Âåñüìà îãðàíè÷åííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå
îáúåì ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñòðóêòóðû ñâåðõçâóêîâûõ êîíöåâûõ âèõðåé
[3]. Áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âèõ-
ðåé ñ óäàðíûìè âîëíàìè áàçèðóåòñÿ íà óïðîùåííûõ ìîäåëÿõ ÿäðà âèõðÿ. Äëÿ
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ïîïîëíåíèÿ âåñüìà îãðàíè÷åííîé áàçû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î òå÷åíèè
â ÿäðå ñâåðõçâóêîâîãî êîíöåâîãî âèõðÿ, óòî÷íåíèÿ åãî ìîäåëè è âàëèäàöèè
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ â ÈÒÏÌ èì. Ñ.À.Õðèñòèàíîâèÿ ÑÎ ÐÀÍ è ÈÏÌ èì.
Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ áûë âûïîëíåí êîìïëåêñ èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëåíû íèæå.

Â ñâåðõçâóêîâîé àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå Ò-313 ÈÒÏÌ èì. Ñ.À.Õðèñòè-
àíîâè÷à ÑÎ ÐÀÍ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåâîãî ñëåäà
çà êðûëîì ñ ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíîé ïåðåä öèëèíäðîì [4,5]. Ýêñïåðèìåíòû
âûïîëíåíû ïðè ÷èñëàõ Ìàõà 3, 4, 6 è óãëàõ àòàêè êðûëà äî 20 ãðàäóñîâ. Ïðè
îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ íàáëþäàëàñü êëàññè÷åñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ êàðòè-
íà îáòåêàíèÿ ïëîñêîãî òîðöà ñ îòîøåäøåé óäàðíîé âîëíîé è òèïè÷íûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ. Óñòàíîâêà êðûëà ïåðåä ïðîäîëüíî îáòåêàåìûì öè-
ëèíäðîì ñîçäàåò âèõðåâîé ñëåä, ÷òî êàðäèíàëüíî èçìåíÿåò ïîëå òå÷åíèÿ.
Ïðè ÷èñëàõ Ìàõà 3, 4 è ìàëûõ óãëàõ àòàêè (äî 5 ãðàäóñîâ) íàáëþäàåòñÿ
íîâûé ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïóëüñèðóþùåé óäàðíîé âîëíîé. Ïðè óãëàõ
àòàêè ïðåâûøàþùèõ 5 ãðàäóñîâ íàáëþäàëñÿ èçâåñòíûé ðåæèì èíòåðôåðåí-
öèè ñ êîíè÷åñêîé îáëàñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ. Òå÷åíèå â ýòîì ñëó÷àå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ìàëûõ óãëîâ àòàêè ôîðìà
îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðèíöèïèàëüíî èíîé õàðàêòåð âçà-
èìîäåéñòâèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè ãèïåðçâóêîâîé ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà
(Ì=6). Âî âñåì èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå óãëîâ àòàêè (äî 20 ãðàäóñîâ) âûÿâ-
ëåí îñöèëëèðóþùèé ðåæèì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãëîáàëüíîé ïåðåñòðîéêîé âñåé
ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì òîëüêî ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè êðûëà îñöèë-
ëèðóþùàÿ îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû. Âî âñåõ îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ îíà ðàñïðîñòðàíÿëàñü ââåðõ ïðîòèâ ïîòîêà âïëîòü äî ãåíåðàòîðà
âèõðåâîãî ñëåäà.

Â ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âèõðåâîãî ñëåäà çà êðûëîì ñ ãîëîâíûì ñêà÷êîì óïëîòíåíèÿ ïåðåä
öèëèíäðîì [6,7]. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàìêàõ òðåõìåðíûõ íåñòàöèî-
íàðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, Íàâüå-Ñòîêñà è Ðåéíîëüäñà äëÿ óãëîâ àòàêè 2.5,
10 ãðàäóñîâ è ÷èñåë Ìàõà 3, 4 è 6. Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé
òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè. Èñïîëüçîâàëèñü ìíîãîáëî÷íûå ñåòêè. Ðàñ÷åòíàÿ îá-
ëàñòü ðàçáèâàëàñü íà 128 áëîêîâ, ñåòêè ñîäåðæàëè äî 23 ìëí. óçëîâ. Ðàñ÷åòû
ïðîâåäåíû íà ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå RSC-4 ñ èñïîëüçî-
âàíèåì 24 � 44 ïðîöåññîðíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åí áëèçêèé ê ëèíåéíîìó ðîñò
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.

Âûïîëíåííûé àíàëèç ïîêàçàë õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ î ñòðóêòóðå òå÷åíèÿ (ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîãî è ïîïåðå÷-
íîãî ÷èñåë Ìàõà è ïîëíîãî äàâëåíèÿ) â ÿäðå êîíöåâîãî âèõðÿ. Â ðàñ÷åòå,
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äàâëåíèÿ íà òîðöå öèëèíäðà. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ãîëîâíîé óäàðíîé
âîëíû

êàê è â ýêñïåðèìåíòå, ðåàëèçóåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ðåæèì âçàèìîäåéñòâèÿ
âèõðÿ ñ ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíîé ïåðåä òîðöîì öèëèíäðà. Îá ýòîì ñâèäå-
òåëüñòâóåò, êàê ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ êàðòèí òå÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè, òàê è çàâèñèìîñòè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îò âðåìåíè (ðèñ. 1).
Â òîæå âðåìÿ èìåþò ìåñòî îïðåäåëåííûå ðàçëè÷èÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è
ýêñïåðèìåíòà â îñîáåííîñòÿõ òå÷åíèÿ è ðàçìåðàõ îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ è
ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ íà òîðöå öèëèíäðà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî îòíîñèò-
ñÿ ê ðåæèìó òå÷åíèÿ ñ Ì=6, äëÿ êîòîðîãî äèàìåòð ÿäðà âèõðÿ ñóùåñòâåííî
ìåíüøå, ÷åì äëÿ Ì=3, ÷òî ïðåäúÿâëÿåò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó
ðàñ÷åòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ: ïðîåêòû � 06-01-
00774, � 08-0800356.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÅÉ
ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÉ ÂßÇÊÎÑÒÈ

Ëóöêèé À.Å.1, Ìèõàëåâ À.Ñ.2
1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

2ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ îñðåä-
íåííûå óðàâíåíèÿ Ðåéíîëüäñà. Ïðèìåíåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíî ñ ïðîáëå-
ìîé çàìûêàíèÿ. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ìîäåëåé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ìîäåëåé. Îäíàêî, îùóùàåòñÿ îïðåäåëåííûé íåäîñòàòîê êîí-
êðåòíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìîäåëåé ïðèìåíèòåëüíî ê õàðàêòåðíûì
òå÷åíèÿì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âëèÿíèå òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè èññëåäóåòñÿ íà ïðè-
ìåðå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è îá îáòåêàíèè îáðàòíîãî óñòóïà � Ðèñ.1

Ðèñ. 1: Ñõåìà îáëàñòè òå÷åíèÿ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà
NAST2D, ðàçìåù¼ííàÿ â ñâîáîäíîì äîñòóïå â Èíòåðíåòå:
http://people.scs.fsu.edu/ burkardt/cpp_src/nast2d/nast2d.html.

Èñõîäíûé âàðèàíò ïðîãðàììû ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñ÷åòà ëàìèíàðíûõ òå-
÷åíèé â ðàìêàõ ìîäåëè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ïðîãðàììà áûëà äîðàáîòà-
íà ïóòåì âêëþ÷åíèÿ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè Áîëäóèíà-Ëîìàêñà [4],
Ñìàãîðèíñêîãî [4] è èõ ñî÷åòàíèÿ (ïðîñòåéøèé âàðèàíò DES [3,5]). Âñå ðàñ-
ñìîòðåííûå ìîäåëè îòíîñèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì òèïàì [1,2]. Äîñòîèíñòâîì
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òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü, ïðîñòîòà êàëèá-
ðîâêè è ìîäèôèêàöèÿ ñ ó÷¼òîì ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷åíèé. Èç-
âåñòíà è îïðåäåëåííàÿ îãðàíè÷åííîñòü òàêèõ ìîäåëåé.

Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ âàðèàíòà Re=800,
êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê ïåðåõîäíûì ðåæèìàì [6].

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè â öåíòðå îáëàñòè. Óðàâíåíèÿ Íàâüå-
Ñòîêñà � ñïðàâà, óðàâíåíèÿ Ðåéíîëüäñà ñ ìîäåëüþ Áîëäóèíà-Ëîìàêñà � ñëåâà.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà îêàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Çàâèñè-
ìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåçàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé Ðåéíîëüäñà ïîëó÷àåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
Ýòî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ äàííûìè ðàáî-
òû [7] ïî ðàçìåðàì îáëàñòè âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ çà óñòóïîì è ðàñïðåäåëåíèþ
ñêîðîñòåé ïîïåðåê êàíàëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ: ïðîåêò � 08-08-
00356.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÃÎ ÃÀÇÀ Ñ

ÎÒÐÛÂÎÌ ÏÎÒÎÊÀ
Ìàêñèìîâ Ô.À.

Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ âíåøíåãî îáòå-
êàíèÿ ñ ó÷åòîì îòðûâà ïîòîêà, ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê îêîëî
òåë ïðîñòðàíñòâåííîé êîíôèãóðàöèè, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òå÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè
òîíêîãî ñëîÿ. Ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ ñîäåðæèò â ðàìêàõ åäèíûõ óðàâ-
íåíèé âñå ÷ëåíû óðàâíåíèé Ýéëåðà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
äàííîå ïðèáëèæåíèå îòâå÷àåò âîçìîæíîñòÿì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òðåõìåðíûõ çàäà÷, ôàêòè-
÷åñêè, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ñåòîê ñî ñãóùåíèåì óçëîâ òîëüêî â îäíîì
êîîðäèíàòíîì íàïðàâëåíèè � ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ó÷åò íåâÿçêèõ è îñíîâíûõ âÿçêèõ ýôôåêòîâ â ðàìêàõ åäèíîé ñèñòåìû
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êàðòèíó òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì âÿçêî-íåâÿçêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé îêîëî ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé ðàçðàáîòàíû ñïî-
ñîáû ïîñòðîåíèÿ ñåòêè. Îáùåé îñîáåííîñòüþ ðåàëèçîâàííûõ ïîäõîäîâ ê ïî-
ñòðîåíèþ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ îðèåíòèðî-
âàííîãî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà, è ñãóùåíèå óçëîâ ê ïîâåðõíîñòè òåëà.
Èñïîëüçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ñãóùåíèå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîôèëü
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ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå îêîëî îáòåêàåìîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ äâóõ-
øàãîâàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñî ñêî-
ðîñòüþ îäèí óçåë çà øàã èòåðàöèè ïðè ÷èñëå Êóðàíòà åäèíèöà. È õîòÿ ïðè
ðåàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè âîçìîæíîå, ñ óñòîé÷èâûì èòåðàöèîííûì ïðîöåñ-
ñîì, ÷èñëî Êóðàíòà ìåíüøå åäèíèöû, äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
óñòàíîâëåíèå çà äîñòàòî÷íî ìàëîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé è ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé îêîëî îñå-
ñèììåòðè÷íûõ òåë ñ îñòðîé è çàòóïëåííîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ, äîííûì ñðåçîì,
êðûëüåâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà ìàëîé è áîëüøîé ñòðåëîâèäíîñòè, êîìáèíàöèè
îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ êðåñòîîáðàçíûì êðûëîì. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû
ïîçâîëÿþò ðåøàòü âîïðîñû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ
äî-, òðàíñ- è ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ è óãëàõ àòàêè äî 30o. Â äîêëàäå ïðè-
âåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÕÈÌÈÊÎ-ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈÎÍÍÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÈÊÐÎ È ÌÀÊÐÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Ìàðêîâ À.À., Ôèëèìîíîâ È.À.
Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà,

Èíñòèòóò ñòðóêòóðíîé ìàêðîêèíåòèêè ÐÀÍ, ×åðíîãîëîâêà,

Èññëåäîâàíèå õèìèêî-êîíäåíñàöèîííûõ ïðîöåññîâ (ÕÊÏ) ïðåäñòàâëÿåò
áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé è íàó÷íûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè îïòèìèçàöèè
ñæèãàíèÿ ãàçîâûõ ñìåñåé, ïîëó÷åíèÿ óëüòðàäèñïåðñíûõ ïîðîøêîâ ðàçëè÷íûõ
ñîåäèíåíèé, óòèëèçàöèè òåïëà õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé è äð. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ èäåàëüíî ïåðåìåøàííàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåñü ãàçîâ è çàðîäûøåé
êîíäåíñèðîâàííîé ôàçû â ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå. Ïóòåì
îïèñàíèÿ çàäà÷è íà ìàêðî- è ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíÿõ óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ðåàãèðóþùåé ñìåñè ñ äåòàëüíîé êèíåòèêîé
ïðîòåêàþùèõ ìèêðîïðîöåññîâ [1,2]. Äëÿ ñõåìû ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðåâðà-
ùåíèé ñ îäíîé êîíäåíñèðóþùåéñÿ ôàçîé ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé
íàïðàâëåíèÿ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â ðåàêöèîííî-ñïîñîáíîé ñìåñè. Óñòàíîâ-
ëåíà âîçìîæíîñòü ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ðîñòà (èñïàðå-
íèÿ) ÷àñòèö è íàéäåíû óñëîâèÿ ïîëó÷åíèÿ êàê ãîìîãåííûõ, òàê è ãðàäèåíò-
íûõ (ïî ñîñòàâó) êîíäåíñèðîâàííûõ ïðîäóêòîâ ðåàêöèé äëÿ ñõåìû ñ äâóìÿ
êîíäåíñèðóþùèìèñÿ êîìïîíåíòàìè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà
îñíîâå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðàñ÷åòà ìèêðî è ìàêðî ìàñøòàáîâ. Ïðåäñòàâëåí-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü äè-
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íàìèêè ðîñòà è èñïàðåíèÿ ÷àñòèö îò êèíåòèêè, ñîñòàâà äèñïåðñíîé ñìåñè è
íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû â ïðîöåññàõ õèìè÷åñêèõ è ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé.
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Íèêèòèí È.Ñ.

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðåàëèçàöèÿ ÿâíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè óïðóãîâÿç-
êîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñîïðÿæåíà ñ èçâåñòíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíî-
ñòÿìè èç-çà íàëè÷èÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà âðåìåíè ðåëàêñàöèè (èëè ïàðàìåòðà
äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè) â çíàìåíàòåëå âÿçêèõ ÷ëåíîâ. Ìàëîñòü âðåìåíè ðå-
ëàêñàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì êóðàíòîâñêèì øàãîì ïî âðåìåíè äåëàåò
óðàâíåíèÿ æåñòêèìè è ïðèâîäèò ê íåïðèåìëåìûì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè-
÷åíèÿì ðàñ÷åòíîãî øàãà ïî âðåìåíè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå, ïðåäëîæåí íîâûé ÿâíî-íåÿâ-
íûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëÿþùèå ïîëóëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ìàëûé ïàðàìåòð â çíàìåíàòåëå íåëèíåéíîãî
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåÿâíî è ðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé íà âåðõíåì ñëîå ïî âðåìåíè àíàëèòè÷åñêè.
Ïîëó÷åííûå íîâûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ êîððåêòèðîâî÷íûìè ïî îòíîøåíèþ
ê óïðóãîìó ðàñ÷åòíîìó øàãó è äîïóñêàþò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê íóëåâîé
âÿçêîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé. Ìåòîä ðåàëèçîâàí â äâóõ âàðèàíòàõ àïïðîêñèìàöèè: ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè. Ïîëó÷åíû êîððåêòèðîâî÷íûå ôîðìóëû äëÿ
êëàññè÷åñêîé èçîòðîïíîé óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè è äëÿ àíèçîòðîï-
íûõ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ñëîèñòûõ è áëî÷íûõ
ñðåä ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè âîëí
ñ ïîëîñòÿìè è ñîîðóæåíèÿìè â íåóïðóãèõ ñðåäàõ òàêîãî òèïà, êîíòàêòíûõ
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çàäà÷ î ñîóäàðåíèè è ñâàðêå ïðîòÿæåííûõ ïëàñòèí è òðóá÷àòûõ îáðàçöîâ èç
ìåòàëëîâ, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê ñêîðîñòè äåôîðìàöèè çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè.

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÒÅÏËÎÂÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÎÅ

Ðåøåòíÿê Ì.Þ.
Èíñòèòóò Ôèçèêè Çåìëè èì.Î.Þ.Øìèäòà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ àñòðî- è ãåîôèçèêè âîçíèêàåò çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òåï-
ëîâîé êîíâåêöèè â ñôåðè÷åñêîì ñëîå. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à
â ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà ñ ïîäîãðåâîì ñíèçó, âíóòðåííèìè òåïëîâûìè èñ-
òî÷íèêàìè, à òàêæå ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè.
Ìîäåëü îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíòðîëüíîãî îáúåìà, àäàïòèðîâàííîãî ñðåäñòâà-
ìè MPI äëÿ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíîé òåõíèêå íà ñåòêàõ 1253.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñèëó íåëèíåéíîñòè çàäà÷è òîïîëîãèÿ âîñõîäÿùèõ è íèñ-
õîäÿùèõ òå÷åíèé ó êàæäîé èç ãðàíèö ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ. Íà-
ìè ðàññìîòðåí âîïðîñ, êàê ïîäîáíàÿ àñèììåòðèÿ òå÷åíèé çàâèñèò îò ÷èñëà
Ïðàíäòëÿ. Ïîäîáíûå âîïðîñû óæå äàâíî âîçíèêàëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðî-
öåññîâ â ìàíòèè Çåìëè (áåñêîíå÷íûå Ïðàíäòëè), áûëè èçâåñòíû â äîñòàòî÷íî
ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ñîëíå÷íîé êîíâåêöèè (íî ïðè ýòîì ñ÷èòàëîñü, ÷òî çà ýô-
ôåêò îòâåòñòâåííà ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè), à òàêæå ó÷èòûâàëèñü â ìîäåëÿõ
ãåîäèíàìî. Íàèáîëåå ÿðêî ýôôåêò âûðàæåí ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿõ.
Òàê, íà íèæíåé ãðàíèöå ñëîÿ íàáëþäàþòñÿ ñîòîâûå ñòðóêòóðû èç âîñõîäÿùèõ
ïîòîêîâ, è ïëþìû èç íèñõîäÿùèõ (õîëîäíûõ) òå÷åíèé. Íà âåðõíåé ãðàíèöå
íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñòðóêòóðà: ñîòû èç õîëîäíûõ òå÷åíèé (ñóïåðãðàíóëû
íà Ñîëíöå) è ãîðÿ÷èå ïëþìû. Ìû ïðèâîäèì êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòè-
êè äàííîãî ýôôåêòà è äàåì êà÷åñòâåííîå íàãëÿäíîå îïèñàíèå ïðîèñõîæäåíèÿ
ýòîãî ÿâëåíèÿ.

ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß È ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß
ÄÂÓÕÔÀÇÍÛÕ ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

Ðîìåíñêèé Å.È.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîôàçíûõ ñðåä ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
äëÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Òåì íå ìåíåå, äî ñèõ ïîð îòñóò-
ñòâóåò îáùåïðèíÿòàÿ òåîðèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê áîëåå èëè ìåíåå çàêîí÷åííîé
ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàëè òàêèìè ñâîéñòâàìè êàê ãèïåðáî-
ëè÷íîñòü (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà), âñå óðàâíåíèÿ èìåëè
äèâåðãåíòíóþ ôîðìó è ñîãëàñîâûâàëèñü ñ çàêîíàìè íåðàâíîâåñíîé òåðìîäè-
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íàìèêè. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïðèâëåêàòåëüíû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé è âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ è ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
è ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷.

Ìû ïðåäëàãàåì èåðàðõèþ ñèñòåì îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äâóõôàçíûõ
ñæèìàåìûõ òå÷åíèé, âûâîä êîòîðûõ îñíîâàí íà ôîðìàëèçìå òåðìîäèíàìè-
÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [1]. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò
ôîðìóëèðîâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïîðîæäàþùèõ ïåðåìåííûõ è ïîòåíöèàëîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîôàçíûõ
òå÷åíèé ñìåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ïàðàìåòðû ñî-
ñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþò åå ìíîãîôàçíîñòü. Ñàìàÿ îáùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äâóõôàçíûõ ñðåä îïèñûâàåò òå÷åíèå ñ ðàçëè÷íûìè
äàâëåíèÿìè è òåìïåðàòóðàìè ôàç [2]. Ñôîðìóëèðîâàíû òàêæå áîëåå ïðîñòûå
ìîäåëè òå÷åíèÿ ñ îäèíàêîâîé òåìïåðàòóðîé ôàç è èçýíòðîïè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííûõ óðàâíåíèé ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû è
ðåøåí ðÿä òåñòîâûõ îäíî- è äâóìåðíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó î âçàèìî-
äåéñòâèè óäàðíîé âîëíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò
õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ èìåþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå åâðîïåéñêîé ïðîãðàììû
Marie Curie, Incoming International Fellowship, Contract MIF1-CT-2005-021368.
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Ïîýòîìó ìåòîä ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ îáúåäèíÿåò âîçìîæíîñòè êëàññè-
÷åñêîãî èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñ óíèâåðñàëüíîñòüþ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Äîêëàä çíàêîìèò ñ òåîðèåé ìåòîäà è ñîäåðæèò îáçîð íåêîòîðûõ ðåàëèçî-
âàííûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèëîæåíèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷, à òàêæå äëÿ ñîçäàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ çâó-
êîì â ñîñòàâíûõ îáëàñòÿõ.
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ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Àíàëèçèðóåòñÿ ïîâåäåíèå ýíòðîïèè â ÷èñëåííûõ ñõåìàõ òèïà Ãîäóíîâà íà
îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñåòêè ñ ïîìîùüþ ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà.

Ýíòðîïèéíîå îáîñíîâàíèå ïðèáëèæåííûõ Ðèìàí-ñîëâåðîâ áàçèðóåòñÿ íà
ñëåäóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ïîëîæåíèÿõ: 1)íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
Îëåéíèê, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå êîíöåïöèè ¾èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè¿ Îëåé-
íèê(1957), Lax (1973), êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå
ðåøåíèå âûïóêëûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé; 2) ìåòîä Ãîäóíîâà (1959)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Îëåéíèê è èìååò ìèíèìàëüíóþ ñõåìíóþ âÿçêîñòü; 3)
â ðàçíîñòíîé ñõåìå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Îëåéíèê, åñëè ÷èñëåííàÿ âÿçêîñòü
ïðåâûøàåò ÷èñëåííóþ âÿçêîñòü ñõåìû Ãîäóíîâà, E-�ux ñõåìû Osher(1984).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñõåìû òèïà Roe (1981) íå
èìåþò äîñòàòî÷íîé äèññèïàöèè â ñëó÷àå ñìåíû çíàêà õàðàêòåðèñòèê, ÷òî è
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåôèçè÷åñêèõ ñêà÷êîâ ðàçðåæåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ñõåì
òèïà Roe ïðèìåíÿþòñÿ ïðîöåäóðû ýíòðîïèéíîé êîððåêöèè íà îñíîâå äîáàâîê
ê ìîäóëÿì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ïîòîêà òèïà Harten, Hyman (1983),
èëè, íàïðèìåð, íà îñíîâå ñâîéñòâ âûïóêëîñòè ôóíêöèè ïîòîêà [1].

Ýíòðîïèéíî îáîñíîâàíû ñõåìû LxF (Lax-Friedrichs , 1960), Ðóñàíîâà (1961),
HLL (Harten, Lax, Van Leer, 1981), EO (Engquist � Osher,1981). Ïðè÷åì ñõåìà
LxF èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñõåìíóþ âÿçêîñòü.

Â ïðèâåäåííûõ èçâåñòíûõ ïîëîæåíèÿõ íåóáûâàíèå ýíòðîïèè îòñëåæèâàåò-
ñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðîâ â ÿ÷åéêàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè ïî îòíîøåíèþ ê
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ïàðàìåòðàì íà ïðåäûäóùåì øàãå ñ÷åòà ïî âðåìåíè. Èíîé ïîäõîä èçëîæåí â
íåäàâíåé ðàáîòå [2], ãäå ïðåäëîæåí êîíòðîëü íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè ïðè àï-
ïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ñåòêè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðàì
â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ñåòêè. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ýíòðî-
ïèè ïî ïàðàìåòðàì ïîòîêà íà ãðàíèöå ÿ÷ååê, êðîìå ýòîãî, äàííîå òðåáîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì, ÷åì ïðèíÿòîå - èç ïåðå÷èñëåííûõ ñõåì, êðîìå ìåòî-
äà Ãîäóíîâà, åãî âûäåðæèâàåò ëèøü ñõåìà EO. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýíòðî-
ïèéíîå óñëîâèå ðàáîòû [2] íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè èíòåðïîëÿöèè ïàðàìåòðîâ ê
ãðàíèöàì ÿ÷åéêè ñåòêè â ñõåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåæäó òåì íà îñíîâå îáùå-
ïðèíÿòûõ ïîëîæåíèé ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿä-
êà, íàïðèìåð Harten (1983). Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîä [2] íå äàåò ïðàêòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ.

Èç ýíòðîïèéíî îáîñíîâàííûõ ñõåì, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòîä HLL, â äâóõâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè c ó÷åòîì ðàçðûâîâ òèïà ëåâîé
è ïðàâîé óäàðíûõ âîëí è ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ýòèõ
âîëí, ïî íàêëîíàì õàðàêòåðèñòèê â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Îä-
íàêî íåäîñòàòêîì ñõåìû HLL ÿâëÿåòñÿ ¾ðàçìàçûâàíèå¿ êîíòàêòíîãî ðàçðûâà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû HLLC-òèïà (Toro at al., 1994),
â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ êîíòàêòíûé ðàçðûâ ñ âûáîðîì ñêîðîñòåé ëåâîé è
ïðàâîé âîëí àíàëîãè÷íî HLL [3, 4], ïðè ýòîì ðàñ÷åò èçîýíòðîïè÷åñêèõ òå÷å-
íèé â çîíàõ ðàçðåæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî äâóõâîëíîâîé ñõåìå HLL, ïîýòîìó íå
âîçíèêàåò ïðîáëåì óáûâàíèÿ ýíòðîïèè. Ýòîò ôàêò ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ðÿäå
õàðàêòåðíûõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ.
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ÑÕÅÌÛ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÄËß
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Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ïîñòðîåíû ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ñõåìû êîíñòðóèðîâàëèñü íà òðåóãîëüíîé íåñòðóê-
òóðèðîâàííîé ñåòêå ñ ïîìîùüþ Ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ (ÌÊÑÝ),
ïðåäëîæåííîãî â [1]. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ýòîãî ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íîãî ìåòî-
äà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé êàê ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
â ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå ñî ñïåöèàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â [1] â êà÷åñòâå
êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå áàçèñíûå ôóíê-
öèè. Â [2], [3] èñïîëüçîâàëèñü âåêòîðíûå ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, çàäàííîé
ñòåïåíè, îáðàçóþùèå èíòåðïîëÿöèîííûé áàçèñ íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè. Â äàííîé
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñóïåðýëåìåíòà â âèäå âåê-
òîðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ íåðàçðûâ-
íîñòè è îáðàçóþùèõ ¾ôîðìàëüíûé áàçèñ¿ íà ãðàíèöå ÑÝ. Íà òåñòîâîé çàäà÷å
¾î òå÷åíèè â êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿ âåðõíåé ñòåíêîé¿ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
òðåõ òèïîâ ñõåì: ÌÊÝ, ÌÊÑÝ [3] è ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè æèäêîñòåé è ãàçîâ
â ïîðèñòûõ ñðåäàõ âñåãäà ïðåäñòàâëÿëî áîëüøîé èíòåðåñ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîäçåìíîé ãèäðîäèíàìèêè ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñî ñëîæíîñòüþ ïðîâå-
äåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, ïîâòîðÿþùåãî ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ôèëüòðàöèè â ñðåäàõ
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ñ íàëè÷èåì òðåùèí, ò. å. çîí íåáîëüøîãî îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà, íî ïðè ýòîì
îáëàäàþùèõ âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ñâÿçè ñ âûñî-
êèì ñïðîñîì íà óãëåâîäîðîäíîå ñûðüå â ïðîöåññ ðàçðàáîòêè âêëþ÷àþòñÿ ìå-
ñòîðîæäåíèÿ ñ íèçêîé ïîðèñòîñòüþ è ïðîíèöàåìîñòüþ, à òàê æå êàðáîíàòíûå
êîëëåêòîðû, ñêëîííûå ê îáðàçîâàíèþ òðåùèí. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáðàçîâàíèå
òðåùèí èäåò âñëåäñòâèå òàê íàçûâàåìîãî ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ íåôòåîòäà÷è. Âî âòîðîì ñëó-
÷àå òðåùèíû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ïðîöåññå ðàçðà-
áîòêè ìåñòîðîæäåíèÿ. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíèå ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ
â ñðåäàõ ñ íàðóøåíèÿìè èìååò è îáùåíàó÷íîå çíà÷åíèå: çàäà÷è ìíîãîêîìïî-
íåíòíîé ôèëüòðàöèè òàêîãî ðîäà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïðîöåññîâ â ÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ôèëüòðàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ íàëè÷èåì òðåùèí [1, 2]. Ïðîâåäåí àíàëèç îñíîâíûõ
ìåòîäèê ðàñ÷åòà, êàê ñ ôèçè÷åñêîé, òàê è ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðàçíûõ õàðàêòåðíûõ
ìàñøòàáîâ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó äëÿ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ è
ïðîöåññà ïåðåíîñà ôëþèäîâ. Äëÿ ó÷åòà äàííîãî ìîìåíòà ðàçðàáîòàí ìíîãî-
ìàñøòàáíûõ ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ
Ð. Ï. Ôåäîðåíêî [3]. Ïðåäëîæåíà ýôôåêòèâíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ñ ìå-
òîäîì îïîðíûõ îïåðàòîðîâ [4], ïîçâîëÿþùàÿ ïðàâèëüíî ïåðåäàòü îñîáåííîñòè
òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ïîñòðîåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ÷èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 06-01-00836).
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ× ÈÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÒÂÅÐÄÛÕ

ÒÅË
Ôîíàðåâ À.Â.

Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ, Ïåðìü

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîé ñõåìû ðàñ÷åòà íàìè èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ÿâ-
íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû Ì. Óèëêèíñà, ïðèìåíèòåëüíî ê ðåãóëÿðíûì è
íåðåãóëÿðíûì òðåóãîëüíûì ñåòêàì [1]. Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ ïîäâèæíàÿ
ñåòêà, òî âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîé àâòîìà-
òè÷åñêîé ïåðåñòðîéêè [1, 2]. Îäíàêî ïîòðåáíîñòè ïðàêòèêè ïðèâåëè ê íåîáõî-
äèìîñòè ïåðåõîäà íà ìíîãîïðîöåññîðíûå ìàøèíû è ìîäåðíèçàöèè ñîçäàííûõ
àëãîðèòìîâ.

Íàìè ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîì-
ïîçèöèè, ïðè êîòîðîì ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè [2]. Ñòû-
êîâêà ïðîèñõîäèò ïî ãðàíèöàì ïîäîáëàñòåé, äëÿ ÷åãî ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå èíäåêñíûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâèÿ íóìåðàöèè. Äëÿ ãåíåðàöèè ïëîñêîé ñåò-
êè ìû èñïîëüçóåì ñîáñòâåííûå ãåíåðàòîðû [2], òàêæå, âîçìîæíî èñïîëüçîâà-
íèå ñèñòåìû ANSYS. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áûëà ìîäåðíèçèðîâàíà ïóòåì ââåäå-
íèÿ óçëîâûõ ìàññ è óñèëèé äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè. Ýòî ïîçâîëÿåò âûïîë-
íèòü âåêòîðèçàöèþ ðàñ÷åòà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåçàâèñèìî ïî ïîäîáëàñòÿì,
âûïîëíÿåìóþ íà ñâîèõ ïðîöåññîðàõ. Âåëè÷èíû, îòíåñåííûå ê óçëàì, ðàñïî-
ëîæåííûì íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, õðàíÿòñÿ â åäèíîé îáëàñòè äàííûõ.

Ñîçäàííûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû ñî-
óäàðåíèÿ, ïðîíèêàíèÿ è âîçäåéñòâèÿ ïðîäóêòîâ âçðûâà íà ýëåìåíòû êîí-
ñòðóêöèé. Äðóãèì âàæíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàïðÿæåíèé â ãðóíòîâûõ ñðåäàõ è ãîðíûõ ïîðîäàõ, à
òàêæå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé çàáèâêè ñâàé. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïðîõîäèò òå-
ñòèðîâàíèå ñîçäàííûõ ïðîãðàìì íà ïàðàëëåëüíîì êëàñòåðå êàôåäðû ÌÑÑ è
ÂÒ Ïåðìñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà è íà ÌÂÑ-1000 Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ñïëîø-
íûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíòû ÐÔÔÈ N 07-01-96029, ÐÔÔÈ N 07-01-
97621, ÐÔÔÈ N 07-08-97626, ÐÔÔÈ N 07-08-97628.
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ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀ
Õèçáóëëèíà Ñ.Ô.

Èíñòèòóò ìåõàíèêè Óôèìñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ, Óôà

Çàäà÷è äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé ñî
ñëîæíîé ãåîìåòðèåé òðåáóþò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê èñïîëüçîâà-
íèþ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.
Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, îñíîâàííîãî íà ïîëó-íåÿâíîé
ïî äàâëåíèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè [1].

Â îñíîâó ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà ïîëîæåíà èäåÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïàðàëëåëèçìà, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îáëàñòè íà ðÿä ïîäîáëàñòåé, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì ïðîöåññîðîâ èñïîëüçóåìîé äëÿ ðàñ÷åòà âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû [2]. Ïðè
ýòîì ïðåèìóùåñòâîì âûáðàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí äîïóñêàåò ðå-
àëèçàöèþ â âèäå ðÿäà ïîäïðîãðàìì, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå íàä
ïîäîáëàñòÿìè.

Èçíà÷àëüíî ïðîñòàÿ äåêîìïîçèöèÿ, îòâå÷àþùàÿ òðåáîâàíèþ ìèíèìàëüíî-
ãî îáúåìà ïåðåñûëîê, ïðåäóñìàòðèâàåò ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè òîëüêî
â íàïðàâëåíèè îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Îäíàêî, åñëè êàæäûé ïðîöåñ-
ñîð íà ëþáîì øàãå ïî âðåìåíè îáñ÷èòûâàåò ñâîþ ïîäîáëàñòü öåëèêîì, ïî-
ëóÿâíîñòü àëãîðèòìà ïðèâîäèò ê ÷åðåäóþùåéñÿ ðàáîòå ïðîöåññîðîâ, òî åñòü
íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïîëîâèíà ïðîöåññîðîâ áóäåò ïðîñòàèâàòü. Óëó÷-
øèòü çàãðóçêó ïðîöåññîðîâ ïîçâîëÿåò òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà, êîãäà ïîäîáëàñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ íå öåëèêîì, à ïî ÷àñòÿì, ñ ïðî-
ìåæóòî÷íîé ïåðåñûëêîé äàííûõ. Äëÿ íåïðåðûâíîé ðàáîòû âñåõ ïðîöåññîðîâ
êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ïîäîáëàñòü, äîëæíî áûòü íå ìå-
íåå òðåõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòîÿ ïðîöåññîðîâ íå áóäåò ïðè óñëîâèè, ÷òî âðåìÿ
ðàñ÷åòà îäíîé ÷àñòè ïîäîáëàñòè äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ñóììàðíîãî âðåìåíè
âñåõ ïåðåñûëîê äàííûõ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî îäíà ïåðåñûëêà.

Ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî âðåìÿ ðàñ÷åòà è âðåìÿ ïåðå-
ñûëîê, âñå îáìåíû äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè îêàçûâàþòñÿ ðàçíåñåííû-
ìè âî âðåìåíè è íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ. Òàêæå íàäî ó÷åñòü, ÷òî íåîáõîäè-
ìîñòü ñîõðàíåíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà (íà
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ðàçëè÷íûõ, íî íå íà âñåõ âðåìåííûõ øàãàõ) òðåáóåò âûäåëåíèÿ îäíîãî ïðî-
öåññîðà äëÿ ñáîðà äàííûõ ñî âñåõ ïðîöåññîðîâ è ñîõðàíåíèÿ èõ íà äèñêå.
Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò îñâîáîäèòü îñòàëüíûå (ñ÷èòàþùèå) ïðîöåññîðû
îò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îáìåíà äàííûìè ñ äèñêîì è òåì ñàìûì óëó÷øèòü
ðàâíîìåðíîñòü èõ çàãðóçêè âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòîé.

Ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîëó-ÿâíûõ ÷èñëåííûõ ñõå-
ìàõ, êîòîðûå îáúåäèíÿþò íåêîòîðûå äîñòîèíñòâà êàê ÿâíûõ, òàê è íåÿâíûõ
ñõåì, ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëåíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà êëà-
ñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå îöå-
íèòü ìèíèìàëüíûå íåîáõîäèìûå äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðî-
öåññà ðàçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà õàðàêòå-
ðèçóþò ïðåäñòàâëåííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì êàê âûñîêîýôôåêòèâíûé è
ïðèìåíèìûé äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà èçâåñòíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÌÎÄÅËÈ Ê ÐÀÑ×ÅÒÓ ÒÅ×ÅÍÈÉ Â ÊÅÐ×ÅÍÑÊÎÌ

ÏÐÎËÈÂÅ
×èêèí À.Ë.

Þæíûé íàó÷íûé öåíð ÐÀÍ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó
Â ñóäîõîäíîé ÷àñòè Êåð÷åíñêîãî ïðîëèâà ãëóáèíû ñîñòàâëÿþò 8 - 10 ì, à

â þæíîé åãî ÷àñòè äî 19 ì. Â òî æå âðåìÿ â ïðèáðåæíûõ ðàéîíàõ, Òàìàí-
ñêîì è Äèíñêîì çàëèâàõ ãëóáèíà ñîñòàâëÿåò 0,5 - 4 ì. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ãëóáèí ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î áîëüøîé èõ íåîäíîðîäíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé â Êåð÷åíñêîì ïðîëèâå èñïîëüçîâàëàñü
äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü ãèäðîäèíàìèêè [1].

Îñîáåííîñòüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè Êåð÷åíñêîãî ïðîëèâà ÿâëÿ-
åòñÿ íàëè÷èå êîñû Òóçëà. Â 1925 ãîäó âî âðåìÿ ñèëüíîãî þæíîãî øòîðìà â
ìîðå ïðîðâàëî êîñó âáëèçè Òàìàíñêîãî áåðåãà è îíà ïðåâðàòèëàñü â îñòðîâ,
îòäåëåííûé îò ìûñà Òóçëà ïðîëèâîì, äîñòèãøèì ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ øè-
ðèíû íåñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ. Â 2003 ã. ñî ñòîðîíû Òàìàíñêîãî ïîëóîñòðîâà
íà ìåñòå ïðåæíåé êîñû áûëà ÷àñòè÷íî íàñûïàíà äàìáà. Êàëèáðîâêà ìîäåëè
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ïðîâîäèëîñü áåç ó÷åòà ñîâðåìåííîé áåðåãîâîé ëèíèè, ïî íàòóðíûì äàííûì,
ïîëó÷åííûì äî 2003 ãîäà.

Õàðàêòåðíîé ñèòóàöèåé â Êåð÷åíñêîì ïðîëèâå ÿâëÿåòñÿ ñìåíà òå÷åíèé ñ
Àçîâîìîðñêîãî íà ×åðíîìîðñêîå èëè íàîáîðîò. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëî ÷èñëåííî èññëåäîâàíà âîçìîæíàÿ äèíàìèêà èçìå-
íåíèÿ òå÷åíèÿ ñ Àçîâîìîðñêîãî íà ×åðíîìîðñêîå.

Òðåõìåðíîñòü ìîäåëè ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ïî âåðòè-
êàëüíîé îñè îò ïîâåðõíîñòè äî äíà â öåíòðå Ïàâëîâñêîé óçêîñòè. ×èñëåííî
èññëåäîâàíî èçìåíåíèå ýïþðû ñêîðîñòåé ïðè ñìåíå òå÷åíèé ñ Àçîâîìîðñêîãî
íà ×åðíîìîðñêîå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëíîå ïåðåôîðìèðîâàíèå òå÷åíèÿ ïðîèñ-
õîäèò çà 10�11 ÷àñîâ. Â ïåðâûå ÷åòûðå ÷àñà ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå ñåâåðíîãî
òå÷åíèÿ, çàòåì íà÷èíàåò íàáèðàòü ñèëó þæíîå òå÷åíèå.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà ÷èñëåííî èññëåäî-
âàíà âîçìîæíàÿ êàðòèíà òå÷åíèé â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïðîëèâà ïðè îòñóò-
ñòâèè èëè íàëè÷èè äàìáû â ñëó÷àå äåéñòâèÿ þãî-çàïàäíîãî âåòðà. Ïðè îò-
ñóòñòâèè äàìáû îñíîâíàÿ ìàññà âîäû ÷åðåç âîñòî÷íûé ñòâîð íàãîíÿåòñÿ â Òà-
ìàíñêèé çàëèâ. ×àñòü âîäû äâèæåòñÿ âäîëü ñåâåðíîé ñòîðîíû îñòðîâà Òóçëà
íà ñåâåð. Ïðè íàëè÷èè äàìáû â Òàìàíñêèé çàëèâ âîäà ïîñòóïàåò, â îñíîâíîì,
ñ ñåâåðíîé ñòîðîíû î. Òóçëà, íî äâèãàÿñü óæå â þæíîì íàïðàâëåíèè.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äàìáû íà ðàñõîä âîäû â ïî-
ïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ ïðîëèâà ïðè äåéñòâèè þãî-çàïàäíîãî âåòðà. Óñòàíîâëåíî,
÷òî â ñåâåðíîé óçîñòè äàìáà íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ. Íàëè÷èå äàìáû
ñîêðàòèëî ðàñõîä ÷åðåç âîñòî÷íûé ñòâîð ó î. Òóçëà è óâåëè÷èëî ðàñõîä ÷åðåç
Ïàâëîâñêóþ óçîñòü.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ íàòóðíûìè äàííûìè ïîêàçàëî óäîâëåò-
âîðèòåëüíîå ñîïàäåíèå (20�50%)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ. Ãðàíò 06-01-00038à
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Ïîñòðîåíà ÌÃÄ - ìîäåëü ïëîòíîé, ãîðÿ÷åé ïëàçìåííîé êîíôèãóðàöèè
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êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäíèêà. Â ðàñ÷åòàõ
èññëåäîâàí ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ âîçðàñòàíèÿ òîêà â ïðîâîäíèêå
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïëàçìåííûõ êîíôèãóðàöèé.

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìåííûõ
êîíôèãóðàöèé â ìàãíèòíîì ïîëå ëîâóøåê íîâîãî òèïà - "Ãàëàòåé", ïðåäëî-
æåííûõ À.È. Ìîðîçîâûì [1-2]. Îñíîâíîå îòëè÷èå "Ãàëàòåé"â òîì, ÷òî ïðî-
âîäíèêè ñ òîêîì ïîðîæäàþùèå ìàãíèòíîå ïîëå, ðàñïîëîæåíû âíóòðè ïëàç-
ìåííîãî îáúåìà. Ïðîâîäíèêè äîëæíû áûòü èçîëèðîâàíû îò ïëàçìû. Â ñâÿçè
ñ ýòèì â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëàçìåííîé êîíôèãóðà-
öèè îêðóæàþùàÿ ïðîâîäíèê, êîòîðóþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê òèïè÷íûé
ýëåìåíò ëþáîé ëîâóøêè òàêîãî òèïà.

Ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ [3] ôîðìèðîâàíèÿ êâàçèðàâíîâåñíîé ïëàçìåí-
íîé êîíôèãóðàöèè â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå ÌÃÄ- çàäà÷è î ñæàòèè ïëàçìû
â öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêå ñ ïðÿìîëèíåéíûì èçîëèðîâàííûì ïðîâîäíèêîì
ñ òîêîì. Èñêîìàÿ êîíôèãóðàöèÿ îáðàçóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âîçðàñòàþùåãî
òîêà â ïðîâîäíèêå, çà ñ÷åò çàäàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ñ íèì íà êî-
ðîòêîé íà÷àëüíîé ñòàäèè. Àíàëîãè÷íûé ìåõàíèçì ðàññìîòðåí â ðàáîòå Ã.È.
Äóäíèêîâîé è äð. [4] â ðàñ÷¼òàõ äâóìåðíîé ïëîñêîé ìîäåëè ëîâóøêè "Ïîÿñ".

Â ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî, ïîä äåéñòâèåì ñîçäàííîãî ïðîäîëüíîãî òî-
êà îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âáëèçè ïðîâîäíèêà, óäàëîñü ïîëó÷èòü êîí-
ôèãóðàöèþ êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ, îòîðâàííóþ îò ñòåíîê ëîâóøêè è ïðîâîäíè-
êà, îêðóæåííóþ âàêóóìîì, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ çàäàíèåì ìàëîé ïëîòíîñòè
ïëàçìû. Êîíôèãóðàöèÿ ñóùåñòâóåò, çà ñ÷åò âûñîêîé ïðîâîäèìîñòè ïëàçìû,
íà êâàçèðàâíîâåñíîé ñòàäèè óñòàíîâëåíèÿ â òå÷åíèè êîíå÷íîãî âðåìåíè, ïðå-
âîñõîäÿùåãî âðåìÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîíôèãóðàöèè.

×èñëåííîå ðåøåíèå ÌÃÄ - çàäà÷è, ïðîâåäåíî ìåòîäîì êîððåêöèè ïîòîêîâ
(FCT) [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 06-01-00312
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß È ÏÎÒÅÐÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÒÎÍÊÈÕ

ÎÁÎËÎ×ÅÊ
ßêóøåâ Â.Ë.

Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ íåëèíåéíîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè òîíêèõ îáîëî÷åê: íà îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ èëè ñòà-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èëè íà îñíîâå ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîé âÿçêîñòè. Àíà-
ëèçèðóþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ýòèõ ïîäõîäîâ ñ âû÷èñëèòåëüíîé è
ìåõàíè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áûëè âïåðâûå èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå Ôåîäîñüåâà
Â.È. [1]. Âÿçêîñòü èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàòóõàíèÿ ïðè óñòàíîâ-
ëåíèè ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò âðåìåíè, êðèòåðèåì óñòîé-
÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëå-
íèå ïðàêòè÷åñêè íå ðàçâèâàëîñü, õîòÿ ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû äîëæíû áûòü
íàèáîëåå áëèçêè ê ðåàëüíîé êàðòèíå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó ïðè
ïåðåõîäíîì ïðîöåññå îò óñòîé÷èâîãî äîêðèòè÷åñêîãî ê óñòîé÷èâîìó çàêðèòè-
÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ ñèëû èíåðöèè è âÿçêîñòè èãðàþò çàìåòíóþ ðîëü.

Ïî ÷èñëó ðàáîò ñàìîé ïðåîáëàäàþùèì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Îáîñíîâàíèåì èõ èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèå, ÷òî èõ ðåøåíèå ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñòà-
òè÷åñêèå íåëèíåéíûå çàäà÷è îáû÷íî ðåøàþòñÿ ëèáî ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó, ëèáî èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç-çà ìíîãî-
çíà÷íîñòè ðåøåíèÿ âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà ïàðàìåòðîâ, â çàâèñèìîñòè îò
êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ îòñëåæèâàòü âñþ
êðèâóþ äåôîðìèðîâàíèÿ è âûáèðàòü ïóòü ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ
åãî âåòâëåíèÿ [2].

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âÿçêèõ óðàâíåíèé (áåç äèíàìè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé)
ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà. Ïðè ïåðâîì âÿçêîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåàëü-
íîå ñâîéñòâî ìàòåðèàëà. Íî â îáùåì ñëó÷àå, íàëè÷èå âÿçêîñòè ïðè ïðåíå-
áðåæåíèè ñèëàìè èíåðöèè íå ìîæåò îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ ïðè
ïåðåõîäíîì ïðîöåññå. Ïðè âòîðîì - âÿçêîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê ðåàëü-
íîå ñâîéñòâî ìàòåðèàëà, à êàê äîïîëíåíèå ê ñòàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïðè ïåðåõîäíîì ïðîöåññå [3], [4], [5]. Â
ýòîì ñëó÷àå íà âÿçêîñòü íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Îíà ìî-
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æåò ââîäèòñÿ ëèáî â ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ëèáî â âèäå äîïîëíèòåëüíûõ
âíåøíèõ ñèë ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñêîðîñòÿì ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ïðè åå äîáàâëåíèè â ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèêè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé è âðå-
ìåíè, ïîýòîìó íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ëèíåéíóþ ýë-
ëèïòè÷åñêóþ çàäà÷ó óäîáíóþ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. È îíà â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì
ðàññìîòðåíèå ïàðàáîëè÷åñêèõ èëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé äèíàìèêè èëè
ñòàòèêè îáîëî÷åê.

Íà îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ è âÿçêèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü
ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ êóïîëîâ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ. Ðåøåíèå
èùåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïðîãèáà è íàïðÿæåíèÿ â ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êóïîëà. Ââåäåíà ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîç-
âîëÿþùàÿ óïðîñòèòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ è, êàê ðåçóëüòàò, èòå-
ðàöèîííóþ ñõåìó ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü
êóïîëîâ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ íåïðàâèëüíîñòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå îá-
ìåðîâ ôîðìû êóïîëîâ, âûïîëíåííûõ Ñ. ßìàäà, Ê. Ó÷èÿìà è Ì. ßìàäà [6]
è ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííûõ àâòîðó ïðîôåññîðîì Ñ. ßìàäà. Ïîëó÷åíî õîðî-
øåå ñîâïàäåíèå äëÿ âåðõíèõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê è ôîðìû îáîëî÷êè äëÿ
ïðåäêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà è óâåëè-
÷åíèÿ òî÷íîñòè óñîâåðøåíñòâîâàíà êîíå÷íîðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïî
âðåìåíè æåñòêîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 07-01-00733.
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