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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÅÉ È ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ
ÑÒÐÓÊÒÓÐ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÍÀ

ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÌ ØÀÁËÎÍÅ
Àçàðîâà Î.À.

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð

èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìîäèôèöèðîâàííûå ñõåìû íà ìèíèìàëüíîì øàáëîíå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð ïîòîêà ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè òåðìàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ñî ñâåðõçâóêîâûì óäàðíûì ñëîåì. Òåïëîâàÿ
íåîäíîðîäíîñòü èìååò ôîðìó ïðîòÿæåííîãî ðàçîãðåòîãî ðàçðåæåííîãî êàíàëà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå è îãðàíè÷åííûå êàíàëû, ðàñïîëîæåííûå ñèì-
ìåòðè÷íî è àñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îáòåêàåìîãî çàòóïëåííîãî òåëà (ñì.
[1, 2]). Èññëåäîâàíû âèõðåâûå ñòðóêòóðû ïîòîêà, èíèöèèðîâàííûå ðàçâèòèåì
íåóñòîé÷èâîñòåé âíóòðè ïåðåäíèõ îòðûâíûõ îáëàñòåé (ðèñ. 1à è 1á). Ïîëó÷å-
íû ïåðèîäè÷åñêèå ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ïîòîêà, ðàñïîëàãàþùèåñÿ â îáëà-
ñòè ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ òåëà è òàíãåíöèàëüíûì ðàçðûâîì, ïàðàëëåëüíûì ïî-
âåðõíîñòè òåëà (ðèñ. 1â). Ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åííûõ ñòðóêòóð â
ðàìêàõ øèðîêîãî äèàïàçîíà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ.

à) á) â)

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû ñòðóêòóð ïîòîêà: à) - òîðîèäàëüíûé ñòðàòèôèöèðîâàííûé âèõðü, èíèöèèðîâàííûé
íåóñòîé÷èâîñòüþ Ðèõòìàéåðà-Ìåøêîâà; á) - äîðîæêà âèõðåé, èíèöèèðîâàííàÿ íåóñòîé÷èâîñòÿìè Êåëüâèíà-
Ãåëüìãîëüöà; â) - ñòàöèîíàðíàÿ ñòðóêòóðà ïîòîêà ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå EOARD (ïðîåêò ISTS 3058p)

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Àçàðîâà Î.À. Îá îäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå íà ìèíèìàëüíîì øàáëîíå äëÿ ðàñ-
÷åòà äâóìåðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé ãàçà. Ïðèìåðû ïóëüñèðóþùèõ
ïîòîêîâ ñ íåóñòîé÷èâîñòÿìè // ÆÂÌ è ÌÔ. 2009. Ò. 49. N. 4. Ñ. 1-20.

2. Azarova O.A., Knight D., Kolesnichenko Yu. F. Instabilities, Vortices and
Structures Characteristics During Interaction of Microwave Filaments with Bo-
dy in Supersonic Flow // Paper AIAA-2010-1004. P. 1-16.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ
Àëãàçèí Ñ.Ä.

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì.

À. Þ. Èøëèíñêîãî, Ìîñêâà

Â 1973 ãîäó ÿ çàêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì. Â.
Ëîìîíîñîâà è áûë ðàñïðåäåë¼í â Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ,
âíà÷àëå â 12 îòäåë, à ïîçäíåå ïåðåâ¼ëñÿ â 4 îòäåë, êîòîðûì òîãäà ðóêîâîäèë
Êîíñòàíòèí Èâàíîâè÷ Áàáåíêî. Êîíñòàíòèí Èâàíîâè÷ ïðåäëîæèë ìíå çàíÿòüñÿ
íîâûìè àëãîðèòìàìè (÷èñëåííûìè àëãîðèòìàìè áåç íàñûùåíèÿ) äëÿ êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷ ìàòå-ìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðåëè îäíîìåðíûå
çàäà÷è (çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, óðàâíåíèå Áåññåëÿ è äð.), à ïîòîì çàíÿëèñü
çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Àíàëèçèðóÿ ôîðìó-
ëû äëÿ ìàòðèöû äèñêðåòíîé çàäà÷è Äèðèõëå, ÿ çàìåòèë, ÷òî ýòà ìàòðèöà èìååò
ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:

H =


h11 h12 . . . h1m
h21 h22 . . . h2m
...

... . . . ...
hm1 hm2 . . . hmm


ãäå hµν, µ, ν = 1, 2, . . . ,m - ñèììåòðè÷íûå öèðêóëÿíòû ðàçìåðà N × N,N =

2n+ 1, ò. å. ìàòðèöû, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðûõ èìååò âèä:

b0, b1, . . . , bn, bn, . . . , b1,

à îñòàëüíûå ñòðîêè ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé. Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöû òàêîãî âèäà h-ìàòðèöàìè. Çäåñü m è N -
ïàðàìåòðû â êðóãå, m - ÷èñëî îêðóæíîñòåé ñåòêè, à N=2n+1 - ÷èñëî òî÷åê íà
êàæäîé îêðóæíîñòè. Çà îäèí âå÷åð ÿ äîêàçàë òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ýòîé ìàòðè-
öû. Ïîçäíåå ñòàëî ÿñíî, ÷òî ìàòðèöû òàêîãî âèäà è íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ
øèðîêî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èõ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðè äèñêðåòèçàöèè òàê, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ äâóõìåðíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê
äèñêðåòèçàöèè îäíîìåðíîé çàäà÷è, à äèñêðåòèçàöèÿ òð¼õìåðíîé çàäà÷è ñâîäèò-
ñÿ ê äèñêðåòèçàöèè äâóõìåðíîé çàäà÷è. Òîìó, êàê ýòî ñäåëàòü ïðàêòè÷åñêè -
ïîñâÿù¼í íàñòîÿùèé äîêëàä.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Àëãàçèí Ñ.Ä.×èñëåííûå àëãîðèòìû áåç íàñûùåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ìîñêâà: Íàó÷íûé ìèð, 2002.

2. Àëãàçèí Ñ.Ä., Êèéêî È.À. Ôëàòòåð ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ìîñêâà: Íàóêà,
2006.
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Î ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÅ È ÈÑÏÛÒÀÍÈßÕ ÑÓÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐÎÂ Ñ
ÍÅÒÐÀÄÈÖÈÎÍÍÎÉ ÀÐÕÈÒÅÊÒÓÐÎÉ Â ÈÏÌ

Àíäðååâ Ñ.Ñ., Äàâûäîâ À.À., Äáàð Ñ.À., Ëàöèñ À.Î., Ïëîòêèíà Å.À.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëåé ïóòåì îáúåäèíå-
íèÿ áîëüøîãî ÷èñëà óíèâåðñàëüíûõ ïðîöåññîðîâ ñðàâíèòåëüíî ñëàáûìè êàíà-
ëàìè ñâÿçè áûë îñíîâíûì íà ïðîòÿæåíèè áîëåå 20 ëåò. Ñåãîäíÿ ðîñò ÷èñëà
òðàíçèñòîðîâ íà ïðîöåññîðíîì êðèñòàëëå ïðèâåë ê òîìó, ÷òî ñïîñîá ýòî â êà÷å-
ñòâå îñíîâíîãî èçæèë ñåáÿ. Ïîñòðîåííûå òàêèì ïóòåì âû÷èñëèòåëè îáëàäàþò
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì "óçêèõ ìåñò"ñèñòåìíîãî õàðàêòåðà, èõ ê.ï.ä. íà ðåàëüíûõ
çàäà÷àõ óæå ñîñòàâëÿåò ïåðâûå ïðîöåíòû è ïðîäîëæàåò áûñòðî ïàäàòü ïî ìåðå
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýëåìåíòíîé áàçû. Ïîïûòêà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÷èñòî ñèëî-
âûì ïóòåì, çà ñ÷åò ëèíåéíîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ïðèâîäèò íå òîëüêî
ê åùå áîëüøåìó ïàäåíèþ ê.ï.ä. è äåãðàäàöèè ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, íî
è ê íåäîïóñòèìîìó ðîñòó ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ, òðóäíî ðàçðåøèìûì ïðîáëåìàì ñ
îòâîäîì òåïëà, íå ãîâîðÿ óæå î åñòåñòâåííûõ ïðîáëåìàõ ñ íàäåæíîñòüþ.
Âñå ýòî âûíóæäàåò ðàçðàáîò÷èêîâ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ñèñòåì èñêàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëÿ, òî
åñòü ðàçðàáàòûâàòü íîâûå àðõèòåêòóðû ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðî-
ãðàììèðîâàòü äëÿ òàêèõ ìàøèí òàêæå ïðèõîäèòñÿ ïî-íîâîìó, ïðè÷åì â ãîðàçäî
áîëüøåé ñòåïåíè ïî-íîâîìó, ÷åì 20 ëåò íàçàä ïðè ïåðåõîäå îò ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ìàøèí ê ïàðàëëåëüíûì.
Ïåðåõîä íà íîâûå àðõèòåêòóðû - âûíóæäåííûé øàã ðàçðàáîò÷èêîâ, íî ïîëü-

çîâàòåëÿì îò ýòîãî íå ëåã÷å. Ïîíèìàÿ ýòî, ðàçðàáîò÷èêè íîâûõ ìàøèí ñòà-
ðàþòñÿ äåëàòü âñå âîçìîæíîå äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü ðàáîòó ïî àäàïòà-
öèè ïðîãðàìì (è ïðîãðàììèñòîâ) ê ñâîèì èçäåëèÿì. Ïîñêîëüêó âûïîëíèòü òà-
êóþ àäàïòàöèþ ëîêàëüíî, ïóòåì èçãîòîâëåíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ "÷óäî-
êîìïèëÿòîðîâ íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå, ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü íåòðèâèàëüíûå
àðõèòåêòóðíûå ðåøåíèÿ óæå ïðè âûáîðå ñàìîé îáùåé ñòðóêòóðû ñîçäàâàåìîé
ìàøèíû. Âàæíåéøèì òàêèì ðåøåíèåì, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå î ãè-
áðèäíîé àðõèòåêòóðå, êîãäà â êà÷åñòâå îðãàíèçóþùåãî êàðêàñà âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìû áåðåòñÿ òðàäèöèîííûé âû÷èñëèòåëüíûé êëàñòåð, à íåòðàäèöèîííûå
âû÷èñëèòåëè èìåþò âèä îòäåëüíûõ íåáîëüøèõ ñîïðîöåññîðîâ, ïðèäàííûõ äëÿ
óñèëåíèÿ êàæäîìó óçëó êëàñòåðà. Òàêîå ïîñòðîåíèå ìàøèíû âûãîäíî ñî ìíîãèõ
òî÷åê çðåíèÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü - ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòîòû îñâîåíèÿ ïîëüçîâà-
òåëÿìè, íî òàêæå îçíà÷àåò çíà÷èòåëüíîå âîçðàñòàíèå òðåáîâàíèé ê êîììóíèêà-
öèîííîé ñèñòåìå. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà íîâûõ êîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì
è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ íèõ, íîâûõ ìîäåëåé è òåõíîëîãèé ïàðàëëåëü-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ îðãàíè÷íîé ÷àñòüþ ðàáîò ïî ñîçäàíèþ ñó-
ïåðêîìïüþòåðîâ íîâîé àðõèòåêòóðû.
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Îñîáåííî èíòåðåñíî (è ñëîæíî) îáñòîèò äåëî ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì ñîáñòâåí-
íî ñîïðîöåññîðîâ - óñêîðèòåëåé. Â ïîñëåäíèå 2 - 3 ãîäà çàñëóæåííóþ ïîïó-
ëÿðíîñòü â ýòîì êà÷åñòâå ïðèîáðåëè óñêîðèòåëè íà áàçå âèäåîêàðò - GPGPU.
Îäíàêî, òàêàÿ àðõèòåêòóðà óñêîðèòåëÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè åäèíñòâåííîé, íè íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíîé. Ãîðàçäî áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü (â ïåðåñ÷åòå êàê íà âàòò
âûäåëÿåìîãî òåïëà, òàê è íà ýêâèâàëåíòíûé òðàíçèñòîð) îáåùàþò, íàïðèìåð,
"ïðîöåññîðû îäíîé çàäà÷è"íà áàçå ÏËÈÑ. Ìåòîäû èõ ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ðàçâèâàþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ î÷åíü èíòåíñèâíî.
Â ÈÏÌ ÐÀÍ ñ ó÷àñòèåì ÔÃÓÏ "ÍÈÈ "Êâàíò"ïîñòðîåí è ïåðåäàí â ýêñïëóà-

òàöèþ îïûòíûé îáðàçåö ãèáðèäíîãî ñóïåðêîìïüþòåðà èç 8 óçëîâ, ñ ïèêîâîé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ îêîëî 6.5 òåðàôëîïñ, íà áàçå GPGPU è êîììóíèêàöèîííîé
ñèñòåìû ñîáñòâåííîé ðàçðàáîòêè. Òàêæå èíòåíñèâíî âåäóòñÿ ðàáîòû ïî âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñõåìîòåõíèêå, êîòîâèòñÿ ââîä â îïûòíóþ ýêñïëóàòàöèþ ãèáðèäíîé
ìàøèíû íà ÏËÈÑ.

ÒÐÅÕÌÅÐÍÀß ÄÂÓÕÔÀÇÍÀß ÌÎÄÅËÜ
ÌÃÄ-ÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ ÀËÞÌÈÍÈÅÂÎÃÎ ÝËÅÊÒÐÎËÈÇÅÐÀ

Àíïèëîâ Ñ.Â.1, Êóçüìèí Ð.Í.1, Ïèñêàæîâà Ò.Â.2, Ïðîâîðîâà Î.Ã.2,
Ñàâåíêîâà Í.Ï.1

1Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà
2Ôåäåðàëüíûé Ñèáèðñêèé Óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê

Ïðåäëàãàåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ýëåêòðîëèçà àëþìèíèÿ, ïî-
ñòðîåííàÿ â äâóõôàçíîì ãåòåðîãåííîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñìåñè äâóõ âÿçêèõ
æèäêîñòåé [1, 2]. Îñíîâîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
äëÿ îïèñàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà äëÿ ðàñ÷åòà òîêîâ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé.
Ðàçðàáîòàííàÿ òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü â ðåàëüíîé ãåîìåòðèè

- ó÷èòûâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå àíîäîâ, ôîðìó ðàáî÷åãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ãàðíèñàæ ýëåêòðîëèçíîé âàííû. Èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ÌÃÄ-ñòàáèëü-
íîñòè îò ôîðìû ðàáî÷åãî ïðîñòðàíñòâà âàííû. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäÿòñÿ ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî
ìîäåëè â äâóõôàçíîì ãîìîãåííîì ïðèáëèæåíèè [3].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Íèãìàòóëèí Ð.È. Îñíîâû ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1987.

2. Íèãìàòóëèí Ð.È. Äèíàìèêà ìíîãîôàçíûõ ñðåä, ×. 1 Ì.: Íàóêà, 1987.

3. Í.Ï. Ñàâåíêîâà, À.Â. Øîáóõîâ, Ñ.Â. Àíïèëîâ, Ð.Í. Êóçüìèí., Î.Ã. Ïðî-

âîðîâà Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ýëåêòðîëèçíîé âàííû // Ïðèêëàäíàÿ Ôèçèêà. 2009.N. 6. Ñ. 43�51.
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ÐÀÑ×ÅÒÍÎ-ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ ÁÐÎÍÅÏËÈÒ ÏÐÈ

ÓÄÀÐÍÎÌ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ
Àôàíàñüåâà Ñ.À., Áåëîâ Í.Í., Áóðêèí Â.Â., Èùåíêî À.Í., Þãîâ Í.Ò.

Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Òîìñê

Ðåàêöèÿ òâåðäûõ òåë íà óäàðíîå íàãðóæåíèå íîñèò ñëîæíûé ñóãóáî èíäè-
âèäóàëüíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ
âðÿä ëè ìîæíî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà âåùåñòâà â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè
èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ åãî ñîñòîÿíèå. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ðåçêî âîçðîñëà ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
êàê ñðåäñòâà èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ ïðè
äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè.
Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, êîãäà ôèçè÷åñêèé ýëåìåíò è ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèìåíÿþòñÿ ñîâìåñòíî, äîïîëíÿÿ äðóã äðóãà, ìî-
æåò áûòü íàçâàí ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì. Ñîâìåñòíîå ïðîâåäåíèå ëàáîðà-
òîðíîãî ýêñïåðèìåíòà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ïîç-
âîëÿåò ãëóáæå ïîíÿòü ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé è äàòü èì âåðíóþ
èíòåðïðåòàöèþ, ñ äðóãîé - ñïîñîáñòâóþò óòî÷íåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è
âûáîðó ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé å¼ ïàðàìåòðîâ. Â îáëàñòè, íåäîñòóïíîé äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà èçó÷àåòñÿ ïóòåì êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè áðîíåïëèò ñðåäíåé òâåðäîñòè
ïðè óäàðå ñîñòàâíûìè öèëèíäðè÷åñêèìè óäàðíèêîìè ñ ñåðäå÷íèêàìè èç ñòàëè è
ñïëàâà ÂÍ-91 â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé 2000. . . 4000 ì/ñ. Ðàññìîòðåííûå âàðèàíòû
äåìîíñòðèðóþò ðàçëè÷íóþ êàðòèíó âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíèêîâ ñ êîíå÷íûìè è
"ïîëóáåñêîíå÷íûìè"ïðåãðàäàìè. Îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ñêâîçíîãî
ïðîáèòèÿ, óñëîâèÿ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ.
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé âûïîëíåíà íà âûñîêîñêîðîñòíîé ìå-

òàòåëüíîé óñòàíîâêå, èñïîëüçóþùåé ýëåêòðîòåðìîõèìè÷åñêóþ òåõíîëîãèþ óñ-
êîðåíèÿ ìàêðîòåë [1,2]. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí íà áàçå ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [3], è ðåàëèçîâàí â ïàêåòå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì
�ÐÀÍÅÒ-3� [4], ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óäàðà è âçðûâà â ïîëíîé
òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ìîäèôèöèðîâàííûì íà ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 08-01-00268à è
ÀÂÖÏ �Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû� íà 2009-2010 ã.ã. �21.1.1/
4147.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. 1. Baryshev M.S., Burakov V.A., Burkin V. V., Ishchenko A.N., Kasimov V.Z.,
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Samorokova N.M., Khomenko Iu.P., Shirokov V.M. Using Plasma to Intensify
the Ignition and Combustion of High-Energy Materials // Èçâ. Âóçîâ. Ôèçèêà.
2006. �11. Ïðèëîæåíèå. Ñ. 487-490.

2. 2. Áàðûøåâ Ì.Ñ., Áóðàêîâ Â.À., Áóðêèí Â.Â., Èùåíêî À.Í., Êàñèìîâ Â.Ç.,
Ñàìîðîêîâà Í.Ì., Õîìåíêî Þ.Ï., Øèðîêîâ Â.Ì. Ðàçðàáîòêà èìïóëüñíûõ
ïëàçìîòðîíîâ è îïûò èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ íàñûïíûõ çàðÿäîâ â áàëëèñòè÷å-
ñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ // Õèìè÷åñêàÿ ôèçèêà è ìåçîñêîïèÿ. 2009. Ò. 11. �2.
Ñ. 147-152.

3. 3. Áåëîâ Í.Í., Þãîâ Í.Ò., Êîïàíèöà Ä.Ã., Þãîâ À.À. Äèíàìèêà âûñîêî-
ñêîðîñòíîãî óäàðà è ñîïóòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. // Òîìñê: SST,
2005. 360 ñ.

4. 4. Þãîâ Í.Ò., Áåëîâ Í.Í., Þãîâ À.À. Ðàñ÷åò àäèàáàòè÷åñêèõ íåñòàöèîíàð-
íûõ òå÷åíèé â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå (ÐÀÍÅÒ-3) // Ôåäåðàëüíàÿ ñëóæáà
ïî èíòåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè, ïàòåíòàì è òîâàðíûì çíàêàì. Ñâèäå-
òåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ �2010611042.
Ìîñêâà. 2010.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÃÀÇÀ Â
ÏÐÈÄÎÍÍÎÉ ×ÀÑÒÈ ÂÎÑÕÎÄßÙÅÃÎ ÇÀÊÐÓ×ÅÍÍÎÃÎ

ÏÎÒÎÊÀ
Áàóòèí Ñ.Ï., Áàóòèí Ï.Ñ., Ðîùóïêèí À.Â.

Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû âîñõîäÿùèå çàêðó÷åííûå ïîòîêè (ÂÇÏ) ãàçà, âñòðå-
÷àþùèåñÿ â ñìåð÷àõ, òîðíàäî è òðîïè÷åñêèõ öèêëîíàõ. Íà îñíîâå âûäâèíóòîé
ãèïîòåçû îá îäíîì ñâîéñòâå ïîäîáíûõ òå÷åíèé ãàçà [1] ïðåäëîæåíà ñõåìà èõ
âîçíèêíîâåíèÿ è óñòîé÷èâîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â òîì ÷èñëå óêàçàí âíåø-
íèé, ïîñòîÿííî ïðèñóòñòâóþùèé èñòî÷íèê ýíåðãèè, ïîääåðæèâàþùèé äîñòà-
òî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ïðèðîäíûõ ÂÇÏ.
Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â ÂÇÏ ñòðîÿòñÿ òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè [2], îïèñûâàþùèå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ
èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäëîæåííîé ñõåìå âîñõîäÿ-
ùåãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà. Ðàññìîòðåíû ïëîñêèå òå÷åíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ, âîçíèêàþùèå â ïðèäîííîé ÷àñòè âîñõîäÿùèõ çàêðó÷åííûõ ïîòîêàõ âîç-
äóõà.
Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîñòàâëåíà çàäà÷à î

ðàäèàëüíîì ïëàâíîì èëè ðåçêîì ñòîêå èç îäíîðîäíîãî ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà. Äî-
êàçàíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íàðÿäó ñ ðàäèàëüíûì ñðàçó âîçíèêàåò è îêðóæíîå
äâèæåíèå ãàçà. Ïðè÷åì â Ñåâåðíîì ïîëóøàðèè çàêðóòêà ãàçà èäåò â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè, à â Þæíîì � â îòðèöàòåëüíîì. Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà
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îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðîé ïåðåäàþò ñòà-
öèîíàðíûå òå÷åíèÿ ãàçà â ïðèäîííîé ÷àñòè âîñõîäÿùåãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà.
Ïðèâåäåíû èíòåãðàëû ýòîé ñèñòåìû. Â âèäå íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé, à òàêæå
ïðè ÷èñëåííîì ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíû çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïîëÿðíîãî ðàäèóñà òå÷åíèÿ
Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ïðèäîííîé ÷àñòè ìåòîäîì õàðàêòåðè-
ñòèê ñòðîÿòñÿ îäíîìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ãàçà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû
ðàñ÷åòà êîíêðåòíûõ òå÷åíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00052).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áàóòèí Ñ.Ï. Òîðíàäî è ñèëà Êîðèîëèñà. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. 2008. 96 c.

2. Êî÷èí Í.Å., Êèáåëü È.À., Ðîçå Í.Â. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. ×. 1.
Ì.: ãîñ. èçä-âî ôèç.-ìàò. ëèò-ðû, 1963. 430 c.

ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ Â
ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÃÐÀÍÈÖÛ ÓÐÅÇÀ

Áàóòèí Ñ.Ï., Äåðÿáèí Ñ.Ë.
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííûõ âîëí â ìîðñêèõ àêâàòîðèÿõ è
ïîñëåäóþùåãî íàêàòà òàêèõ âîëí íà áåðåã øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà
ìîäåëü ìåëêîé âîäû [1]. Ïðè ïðèáëèæåíèè âîëíû ê áåðåãó ëèíèÿ óðåçà íà÷èíàåò
ñìåùàòüñÿ â ñòîðîíó ñóøè, ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòü
â îáëàñòè ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé. Êðîìå òîãî, íà ñàì�îé ëèíèè óðåçà ïîëíàÿ
ãëóáèíà æèäêîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè
ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ áåðåãîì. Âñëåäñòâèå ýòèõ
îáñòîÿòåëüñòâ, äëÿ íàäåæíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîäâèæíîé
ëèíèåé óðåçà íåîáõîäèìû àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â
ïðîöåññå íàêàòà è îòêàòà âîëí.
Â ðàáîòå âûïîëíåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé

âîäû â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû âîäà-ñóøà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåëüåôà äíà. Ðàñ-
ñìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìà âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ áåðåãîì: íàêàò íåîá-
ðóøåííîé âîëíû â îáùåì ñëó÷àå, íàêàò íåîáðóøåííîé âîëíû ïðè ñîâïàäåíèè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàñàòåëüíûõ â òî÷êå óðåçà ê ñâîáîäíîé ãðàíèöå
è ðåëüåôó äíà, íàêàò ñ îáðóøåíèåì. Ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ ïîñòðîåíû ïî ìåòîäîëîãèè [2] â âèäå ëîêàëüíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïî-
ëó÷åí çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû óðåçà è íàéäåíû óñëîâèÿ è ìîìåíòû âðåìåíè,
êîãäà îäèí ðåæèì òå÷åíèÿ ïåðåõîäèò â äðóãîé.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÌÅÒÎÄÎÌ, ÁËÈÇÊÈÌ Ê ÌÅÒÎÄÓ
ÁÓÁÍÎÂÀ-ÃÀËÅÐÊÈÍÀ

Áàóòèí Ñ.Ï., Êðóòîâà È.Þ., Ïåðâóøèíà Í.À.
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Ñíåæèíñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîãî

èññëåäîâàòåëüñêîãî ÿäåðíîãî óíèâåðñèòåòà �ÌÈÔÈ�, Ñíåæèíñê

Äëÿ íà÷àëüíî-êðàâîé çàäà÷è

U = F(t, x,U,Ux,Uxx), U(t, x)|t=t0 = U0, U(t, x)|x=x0
= U00, (1)

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå U(t, x) =
K∑
k=1

ak(t)φk(x) è åãî ïî-

ñòðîåíèå äåëàåòñÿ â äâà øàãà. Íà ïåðâîì âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ U1 =
F(t, x,U,Ux,Uxx) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Íà âòîðîì øàãå ôóíêöèÿ
U1(t, x) ïðîåöèðóåòñÿ íà âûáðàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {φk(x), 1 ≤ k ≤ K}

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: ïðU1(t, x) =
K∑
k=1

f(ak)φk(x). Â ðå-

çóëüòàòå äëÿ ôóíêöèé ak(t) èìååì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ó÷åòîì âèäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé â
çàäà÷å (1). Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ ìå-
òîäîâ òèïà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà [1].
Ïðèìåíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðåøåíèè äâóõ çà-

äà÷: 1) ïîñòðîåíèå ïëîñêîãî çàêðó÷åííîãî òå÷åíèÿ ñî ñòîêîì, ÿâëÿþùåãîñÿ ðå-
øåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãà-
çîâîé äèíàìèêè (ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà) ïðè ó÷åòå äåéñòâèÿ ñèëû Êî-
ðèîëèñà [2]; 2) ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ñòàáèëèçàöèè îäíîìåðíîãî ïîòîêà âÿç-
êîãî, òåïëîïðîâîäíîãî, ñæèìàåìîãî ãàçà ìåæäó òåïëîèçîëèðîâàííûìè íåïðîíè-
öàåìûìè ñòåíêàìè ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.
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ÂÛÑÎÊÎÒÎ×ÍÎÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÅÌÊÎÑÒÈ ÑËÎÆÍÛÕ
ÔÈÃÓÐ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÅÒÎÄÀ ÌÓËÜÒÈÏÎËÅÉ

Áåçðîäíûõ Ñ.È., Âëàñîâ Â.È., Âóîðèíåí Ì.
Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà, Óíèâåðñèòåò

ã. Òóðêó, Ôèíëÿíäèÿ

Ïëîñêèì êîíäåíñàòîðîì íàçûâàþò [1]�[4] äâóñâÿçíóþ îáëàñòü D, ïðåäñòàâè-
ìóþ â âèäå ðàçíîñòè D = g \G äâóõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé g è G ðàñøèðåííîé
ïëîñêîñòè C, ãðàíèöû êîòîðûõ îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî γ è Γ. Ãðàíèöà Γ
ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâûì êóñî÷íî�ãëàäêèì êîíòóðîì áåç òî÷åê âíåøåãî èëè âíóò-
ðåííåãî çàîñòðåíèÿ (îáëàñòü G ìîæåò áûòü êàê åãî âíåøíîñòüþ, òàê è âíóò-
ðåííîñòüþ). Ñâÿçíûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà C \ g è G íàçûâàþò ïëàñòèíàìè
êîíäåíñàòîðà D.
Åñëè ψ(w) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå â D:

∆ψ(w) = 0, w ∈ D, ψ(w) = 0, w ∈ γ, ψ(w) = 1, w ∈ Γ, (1)

òî ñîãëàñíî [1]�[4] åìêîñòü êîíäåíñàòîðà D âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå
C =

∫
Γ̃ ∂νψ ds, ãäå Γ̃ � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé æîðäàíîâ êîíòóð, ëåæàùèé

â D è îõâàòûâàþùèé Γ, à ∂νψ � ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ ïî íîðìàëè, âíåøíåé
îòíîñèòåëüíî äâóñâÿçíîé îáëàñòè, ãðàíèöó êîòîðîé îáðàçóþò γ è Γ̃.
Ìåòîä ìóëüòèïîëåé [5] ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) è âû÷èñëåíèÿ åìêîñòè C çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü z = F (w) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå G íà âíåø-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà U := {|z| > 1}, ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðóþ òî÷êó w0 ∈ G
â áåñêîíå÷íîñòü. Îïðåäåëèì àïïðîêñèìàòèâíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {Ωn}∞n=0, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ìóëüòèïîëÿìè äëÿ îáëàñòè g, ïî ôîðìóëàì

Ω0(w) = Re
[
lnF (w)

]
,

Ω2m−1(w) = Im
[
Fm(w) + F−m(w)

]
,

Ω2m(w) = Re
[
Fm(w)− F−m(w)

]
.

Ñîãëàñíî [3], [5], ôóíêöèè Ωn ãàðìîíè÷íû âD, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ωn(w) =
0 íà γ è îáðàçóþò ïîëíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(Γ), à
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òàêæå â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè e2(D,Γ) � ãàðìîíè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè L2(Γ) â
îáëàñòü D ñ óäîâëåòâîðåíèåì îäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå íà γ. Â ñîîòñòñâèè
ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè óêàçàííîé ñèñòåìû, ðåøåíèå çàäà÷è (1) èùåòñÿ â âèäå

Ψ(w) = lim
K→∞

ΨK(w), ΨK(w) =
K∑
n=0

aKn Ωn(w), (2)

ãäå êîýôèöèåíòû aKn íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ∥ΨK − 1∥L2(Γ) = min, ïðèâîäÿùåãî
ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

K∑
n=0

(Ωn,Ωm)L2(Γ) a
K
n = (1, Ωm)L2(Γ), m = 0, 1, . . . , K.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ [3], ÷òî èñêîìàÿ åìêîñòü âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç íóëå-
âîé êîýôôèöèåíò ïðåäñòàâëåíèÿ (2), à èìåííî,

C = 2πa0, a0 = lim
K→∞

aK0 .

Ýòèì ìåòîäîì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ áûëè âû÷èñëåíû åìêîñòè ðÿäà ñëîæíûõ
ôèãóð, äëÿ êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöà γ îáëàñòè g áûëà íåæîðäàíîâîé è
íåñïðÿìëÿåìîé, íàïðèìåð ëîìàíîé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòîðîí.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �10-01-00837),
Ïðîãðàììû �3 ÎÌÍ ÐÀÍ è Ïðîãðàììû ÐÀÍ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðå-
òè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�.
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Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
(ÍÀ ÏÐÈÌÅÐÅ ÐÅØÅÍÈß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×)

Áåëûõ Â.Í.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íà îñíîâå ôóíäàìåíòàëüíûõ èäåé Ê.È. Áàáåíêî [1] ïîñòðîåí ïðèíöèïèàëü-
íî íîâûé � íåíàñûùàåìûé [2] � ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñàìîå ñóùåñòâåííîå â ìåòîäå çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíà �çàïàñà� ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ ψ çàäà÷è ñëóæèò
ïîêàçàòåëåì óñïåøíîñòè åãî êîìïüþòåðíîãî ïîñòðîåíèÿ [3]. Â ñëó÷àå ψ ∈ C∞

ýòîò ìåòîä îñóùåñòâëÿåò ðåàëèçàöèþ äîêàçàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé [4]. Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò, ÷òî ïî óðîâíþ ñòðîãîñòè êîìïüþòåðíûé îòâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðåìó, ñîäåðæàíèå êîòîðîé ñîñòîèò â îïèñàíèè îêðåñòíîñòè
òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è; äîêàçàòåëüñòâîì æå å¼ ñëóæèò ñàì ïðîöåññ êîìïüþ-
òåðíûõ âû÷èñëåíèé, îðãàíèçîâàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé ãàðàíòèðî-
âàííîé òî÷íîñòè [5].
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîÿâèëñÿ êàê ðåàêöèÿ íà ðåàëüíóþ ïî-

òðåáíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè [6]-[7].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00207).
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íàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1992. 450 ñ.

6. Belykh V.N. To the problem of evolutionary �blow-up� of axially symmetric gas
bubble in ideal incompressible �uid (main constructive hypothesis) // Â êí.:
Proceedings of Intern. Conf. dedicated to M.A. Lavrentyev on the occasion on
his birthday centenary. Ukraine, Kiev, 2000, p. 6-8.

7. Áåëûõ Â.Í. Ê ïðîáëåìå îáòåêàíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ òåë áîëüøîãî óäëè-
íåíèÿ ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // ÏÌÒÔ. 2006. Ò. 47.
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� 5. Ñ. 56-67.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÓËÜÒÐÀÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕ ÏÓ×ÊÎÂ ÇÀÐßÆÅÍÍÛÕ

×ÀÑÒÈÖ
Áîðîíèíà Ì.À., Âøèâêîâ Â.À.

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ

ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè è åå óñïåõè íåðàçðûâíî
ñâÿçàíû ñ ðàáîòîé óñêîðèòåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ââèäó áîëüøîé ñòîèìî-
ñòè è ñëîæíîñòè óñêîðèòåëåé, î÷åíü âàæíî óæå íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ ýòèõ
óñòàíîâîê ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è îïòèìèçàöèþ èõ ïàðàìåòðîâ,
èìåÿ â àðñåíàëå íàäåæíûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Îäíî
èç íàïðàâëåíèé òàêîé äåÿòåëüíîñòè ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì íîâûõ ôèçè÷åñêèõ è
òåõíè÷åñêèõ èäåé ñ öåëüþ óâåëè÷èòü ñâåòèìîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì
ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè êîëëàéäåðà - óñêîðèòåëÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé íà âñòðå÷íûõ ïó÷êàõ.
Íàèáîëåå ïîëíî òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèìè òðåõìåðíûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé PIC-àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ äèíàìèêè âñòðå÷íûõ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ïó÷êîâ. Â îñíîâå ìåòîäà
ëåæàò äâà äîïóùåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìîé íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé äëÿ òàêèõ çàäà÷. Ïåðâîå èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
íàõîäèòñÿ â áëèæíåé çîíå, ãäå çàïàçäûâàíèå ïîòåíöèàëà åùå íå èãðàåò ñóùå-
ñòâåííîé ðîëè. Âòîðûì äîïóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïó÷êà íå â êà÷å-
ñòâå íàáîðà îòäåëüíûõ ÷àñòèö, à â âèäå íåïðåðûâíîé ñðåäû. Ðåàëèçàöèÿ òàêèõ
ïðåäïîëîæåíèé â ïðîãðàììíîì êîäå âïåðâûå ïîçâîëèëà ìîäåëèðîâàòü ïîëíî-
ñòüþ òðåõìåðíûå è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå çàäà÷è.
Èññëåäîâàíà ðàáîòà àëãîðèòìà â çàäà÷àõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäåëüíûõ ïó÷êîâ

ñ âååðîì ïðîáíûõ ÷àñòèö, ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýôôåê-
òîâ âñòðå÷è íà ïðèìåðå âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ñ ó÷åòîì ôîêóñèðîâêè. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììû Guinea-Pig, íà ïðèìåðå ñôîêóñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00615).



15

Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÏËÀÇÌÎÄÈÍÀÌÈÊÅ
(ïàìÿòè À.È. ÌÎÐÎÇÎÂÀ)

Áðóøëèíñêèé Ê.Â.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Àëåêñåé Èâàíîâè÷ Ìîðîçîâ (1928�2009) � âûäàþùèéñÿ ñîâåòñêèé ôèçèê,
èäåîëîã è îñíîâîïîëîæíèê ðÿäà óñïåøíûõ ðàçðàáîòîê íîâîé ïëàçìåííîé òåõ-
íèêè. Åãî äîñòèæåíèÿ â òåîðèè è îðãàíèçàöèè ýêñïåðèìåíòîâ â ñîâðåìåííîé
ôèçèêå ïëàçìû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáÿçàíû ïîñòîÿííûì ðàáîòàì ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïëàçìåííûõ ïðîöåññîâ ñ áîëüøèì îáúåìîì ðàñ÷å-
òîâ. Åìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà íåîáõîäèìûõ çàäà÷, è îí æå áûë ïîñòîÿííûì
ó÷àñòíèêîì è ñîàâòîðîì ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé â îáøèðíîé îáëàñòè íàóêè,
êîòîðóþ îí ëþáèë íàçûâàòü ïëàçìîäèíàìèêîé [1]. Äîêëàä ïðåäïîëàãàåò îáçîð
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè.
Ïî èíèöèàòèâå è ïîä ðóêîâîäñòâîì À.È. Ìîðîçîâà ñîçäàíû íåñêîëüêî ðàç-

íîâèäíîñòåé ïëàçìåííûõ óñêîðèòåëåé. Èçâåñòíûé ïðèìåð - êâàçèñòàöèîíàð-
íûé ñèëüíîòî÷íûé ïëàçìåííûé óñêîðèòåëü (ÊÑÏÓ) ñ ðåêîðäíûìè ïàðàìåò-
ðàìè ñêîðîñòè è ýíåðãèè ïëàçìåííîé ñòðóè è øèðîêèìè ïåðñïåêòèâàìè ïðè-
ìåíåíèÿ. Åãî ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèÿì ñïîñîáñòâîâàëè òåîðèÿ è ðàñ÷åòû
ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ïëàçìû â êàíàëàõ - ñîïëàõ, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ êîàê-
ñèàëüíûìè ýëåêòðîäàìè. Â ÌÃÄ-ìîäåëè è åå ìîäèôèêàöèÿõ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà
Õîëëà è êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ïîäðîáíî èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà òå-
÷åíèé, îáúÿñíåíû ïðè÷èíû "êðèçèñà òîêà"â ïðèýëåêòðîäíûõ çîíàõ è óêàçàíû
ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ, ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïðîöåññà èîíèçàöèè ãàçà [2,3].
Äðóãîé ïðèìåð - ñòàöèîíàðíûå ïëàçìåííûå äâèãàòåëè (ÑÏÄ) ìàëîé ìîùíî-
ñòè, íî ñ áîëüøèì ðåñóðñîì âðåìåíè ðàáîòû, êîòîðûå óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ
íà ñïóòíèêàõ Çåìëè ñ 1971 ã. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû íåïðîñòûõ ïðèíöèïîâ èõ
ðàáîòû è îòíîñÿùèåñÿ ê íèì ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ èçëîæåíû â îáçîðå [4] è
ïîñëåäóþùèõ æóðíàëüíûõ ñòàòüÿõ.
À.È. Ìîðîçîâûì âíåñåí áîëüøîé âêëàä â ðàçðàáîòêó ìàãíèòíûõ ëîâóøåê

äëÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû. Ðàííèå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê ðàñ÷åòó ãåîìåòðèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå îáðàçóåò "ñêåëåò"ïëàçìåííûõ êîíôèãóðàöèé â òîðîè-
äàëüíûõ ñèñòåìàõ [5]. Âïîñëåäñòâèè èì ïðåäëîæåíà èäåÿ ëîâóøåê - "ãàëàòåé":
ðàñïîëîæåíèå òîêîíåñóùèõ ïðîâîäíèêîâ âíóòðè ïëàçìåííîãî îáúåìà äàåò áîëü-
øåå ðàçíîîáðàçèå ãåîìåòðèè ðàâíîâåñíûõ ìàãíèòîïëàçìåííûõ êîíôèãóðàöèé è
âîçìîæíîñòü ïîâûñèòü ïàðàìåòðû óäåðæàíèÿ [6]. Â ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ
ìàãíèòíûõ ëîâóøåê, âûïîëíåííûõ â ïëàçìîäèíàìè÷åñêèõ è ïëàçìîñòàòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ýôôåêòèâíûå â ïðèëîæåíèÿõ, à òàêæå ïîñòàâ-
ëåíû è ðåøåíû ìàòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå âîïðîñû ôóíäàìåíòàëüíîãî
õàðàêòåðà. Ñïåöèàëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ
êîíôèãóðàöèé.
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Âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìû, ñâÿçàííûå ñ óïîìÿíóòûìè
ïðèëîæåíèÿìè, èçëîæåíû â [3] ñ ïîäðîáíîé áèáëèîãðàôèåé. Ðàáîòû, îáñóæäà-
åìûå â äîêëàäå, ïîääåðæàíû ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 09-01-00181, � 09-01-12056 -
îôè-ì)
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ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÅÒÈÇÌÀ
Áóòþãèí Ä.Ñ., Èëüèí Â.Ï.

Èíñòèòóò Âû÷èñëèòåëüíîé Ìàòåìàòèêè è Ìàòåìàòè÷åñêîé Ãåîôèçèêè

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïðèìå-
íåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ [1] íà òåò-
ðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è êàê äëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ E⃗, òàê è ñìåøàííûå ïîñòàíîâêè äëÿ âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîòåí-
öèàëîâ A⃗�V [2] è ïîñòàíîâêè ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà [3]. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìà-
öèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷, èñïîëüçóþòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûå èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, òàêèå êàê CG, CR, QMRSym,
MINRES è GMRES [4].
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà ðÿäå ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷, ïîêà-

çûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ. Ïðîâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ýêñïå-
ðèìåíòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà áàçèñíûõ
ôóíêöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëü-
íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ âîëíîâîäîâ
ñ îäíîðîäíûìè è íåîäíîðîäíûìè ñðåäàìè è ðàçëè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
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òàêæå äåìîíñòðèðóþò ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøåíèé íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00526)

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ingelstr�om P. A new set of H(curl)-conforming hierarchical basis functions for
tetrahedral meshes // IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques.
2006. Vol. 54, �1, Pp. 106-114.

2. Dyczij-Edlinger R., Biro O. A joint vector and scalar potential formulation for
driven high frequency problems using hybrid edge and nodal �nite elements //
IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques. 1996. Vol. 44, �1,
Pp. 15-23.

3. Greif C., Sch�otzau D. Preconditioners for the discretized time-harmonic Maxwell
equations in mixed form // Numer. Linear Algebra Appl. 2007. Vol. 14, Pp.
281�297

4. Saad Y. Iterative methods for sparse linear systems. SIAM, 2003.

ÐÅØÅÍÈÅ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÅÒÎÄÎÂ ÁÅÇ
ÍÀÑÛÙÅÍÈß

Âàðèí Â.Ï.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìåòîäû áåç íàñûùåíèÿ, òåîðèþ êîòîðûõ ñîçäàë Ê.È.Áàáåíêî [1], äî ñèõ ïîð
íå ïîëó÷èëè øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íå ñìîòðÿ íà èõ âûñîêóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî � íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåííûõ èíâåñòèöèé ñî ñòî-
ðîíû ðàçðàáîò÷èêà, ïðåæäå ÷åì ïðåèìóùåñòâà ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ ñòàíî-
âÿòñÿ î÷åâèäíûìè. Äðóãàÿ ïðè÷èíà � íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè îá îïûòå èõ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷àõ. Â äîêëà-
äå îáñóæäàåòñÿ îïûò òàêîãî ïðèìåíåíèÿ ê íåêîòîðûì çàäà÷àì, ãäå ýòè ìåòîäû
èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü, è ãäå èõ ïðèìåíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèõ áàçèëÿðíîé ïëàñòèíû ÷åëîâå-

÷åñêîãî óõà. Ýòè êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè íà êîíöàõ èíòåðâàëà è èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ìàññû
[2]. Ýòî óðàâíåíèå î÷åíü áëèçêî ê ñèíãóëÿðíîìó, ïîýòîìó îáû÷íûå ÷èñëåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îêàçàëèñü íå ïðèãîäíû. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåí-
íûé ìåòîä áåç íàñûùåíèÿ, ñîçäàííûé ñ ïðèìåíåíèåì ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû, ïîçâîëèë ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ñ êîíòðîëèðóåìîé, ïðîèçâîëüíî çàäàííîé
òî÷íîñòüþ â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, ÷òî ïîçâîëèëî îïòèìèçèðîâàòü ïàðà-
ìåòðû çàäà÷è, ìîäåëèðóþùèå çâóêîâîå âîñïðèÿòèå.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÎÄÕÎÄÎÂ MPI È OpenMP Â ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÕ
ÊÎÌÏËÅÊÑÀÕ, ÐÅÀËÈÇÓÞÙÈÕ ÌÅÒÎÄ ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ

ÝËÅÌÅÍÒÀ
Âîëêîâ Á.Â., Íîâèêîâ Ï.À., Ôèëèìîíîâ À.Â., ßêóøåâ Â.Ë.
Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâà

ÎÎÎ �ÅÂÐÎÑÎÔÒ�, Ìîñêâà

Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãè÷åñêèì
íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûçâàíî
íå òîëüêî ïðèíöèïèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì áûñòðîäåéñòâèÿ îáû÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÝÂÌ, íî è ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûì óâåë÷åíèåì ðàçìåðíîñòè âû÷èñëè-
òåëüíûõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ àëãîðèòìîâ
è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ.
Ðàññìîòðåíî äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïîäõîäà ê ïàðàëëåëèçàöèè äëÿ ìíî-

ãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.
Äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, òàêèõ êàê ñóïåð ÝÂÌ "Ïàäìà ïðè-

íàäëåæàùàÿ Èíñòèòóòó àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè
íàóê (ÈÀÏ ÐÀÍ), èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä MPI. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïðîöåññ îá-
ìåíà ñîîáùåíèÿìè ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè áëîêàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ îá-
ëàäàåò ñâîåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ è âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññîðàìè. Ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèå ïðèìåíÿëîñü ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé AX=B, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëÿëàñü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäîáëàñòè (ìåòîä ïîäêîíñòðóêöèé). Çàäà÷à áûëà óñïåøíî ðåøåíà íà ìíîãî-
ïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íîãî êîëè÷å-
ñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ áëîêîâ.
Äëÿ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ, òàêèõ êàê ïåðñîíàëüíûé êîìïüþòåð ñ îäíèì

èëè íåñêîëüêèìè ïðîöåññîðàìè èëè ÿäðàìè, èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä OpenMP. Â
ýòîì ïîäõîäå ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íèòåé, âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì îáùèõ ïåðåìåííûõ è ïðèìèòèâîâ
ñèíõðîíèçàöèè.
Âûøåîïèñàííûå ìåòîäû áûëè óñïåøíî ïðèìåíåíû äëÿ ïðî÷íîñòíîãî ðàñ÷åòà

ñòàäèîíà Çåíèò â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå. Èñïîëüçîâàëñÿ, õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâà-
åìûé ìåòîä ïîäêîíñòðóêöèé. Åãî èñïîëüçîâàíèå íà îñíîâàíèè ýòèõ ïîäõîäîâ
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ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòå-
ðà, ïîâûñèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, ñãóñòèâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó ìîäåëè è
äîáèòüñÿ áîëüøåé òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Âîðîïèíîâ À.À. , Íîâèêîâ È.Ã., Ñîêîëîâ Ñ.Ñ.
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Ìåòîäèêà ÒÈÌ-2D [1] ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ äâóìåð-
íûõ çà-äà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ëàãðàíæåâûõ
ñåòêàõ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû. Ïî ìåòîäèêå ÒÈÌ-2D ìîæíî ïðîâîäèòü ðàñ÷¼-
òû íà ñåòêàõ, ñîñòîÿùèõ èç íå ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíûõ ÿ÷ååê, â óç-
ëàõ ñåòêè ìîæåò ñõîäèòüñÿ ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð. Äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷
ãàçîäèíàìèêè è óïðóãîïëàñòè÷íîñòè èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå êîíå÷íîðàçíîñòíûå
ñõåìû. Êèíåìàòè÷åñêèå âåëè÷èíû õðàíÿòñÿ â óçëàõ ñ÷åòíîé ñåòêè, òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå âåëè÷èíû â öåíòðàõ ÿ÷ååê.
Ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ äâóìåðíûõ çàäà÷ íà÷àëüíóþ ãåîìåòðèþ ñèñòåìû ÷à-

ñòî ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà ñ÷åòíûå îáëàñòè. Òàêîå ðàçáèåíèå íåîáõîäèìî
äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ñ âûäåëåííûìè ëèíèÿìè
ñêîëüæåíèÿ, íàçûâàåìûå êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè. Ìåòîäèêà ÒÈÌ-2D ïîçâîëÿ-
åò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû â ìíîãîîáëàñòíîé ïîñòàíîâêå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáëàñòè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì
âäîëü êîíòàêòíûõ ëèíèé [2].Ðàñ÷åò êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèçâîäèòñÿ
â íà÷àëå ñ÷åòíîãî øàãà, à çàòåì êîíòàêòíûå ãðàíèöû âûñòóïàþò â êà÷åñòâå
íàâÿçàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ðàñ÷åòå ìàòåìàòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ðàñ÷åò
ñàìèõ îáëàñòåé ïðîèçâîäèòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðîâîäèìûõ ðàñ÷¼òîâ è áîëåå àäåêâàòíîãî ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ, íå ðåäêî
ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ñåòêè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê. Â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì ðåæèìå ðàñ÷¼ò ñëîæíûõ çàäà÷ çàíèìàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî êàëåíäàðíîãî
âðåìåíè, è â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì èõ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü â ïàðàë-
ëåëüíîì ðåæèìå.



20

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ñòàíäàðòàìè äëÿ ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: èíòåðôåéñ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI, äëÿ ìîäåëè ðàñïðå-
äåëåííîé ïàìÿòè, è èíòåðôåéñ OpenMP, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ìîäåëè îáùåé
ïàìÿòè. Äëÿ ìåòîäèêè ÒÈÌ-2D ðåàëèçîâàíî òðåõóðîâíåâîå ðàñïàðàëëåëèâà-
íèå. Íà âåðõíåì óðîâíå îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå ñ÷åòà ïî ìàòåìà-
òè÷åñêèì îáëàñòÿì â ìîäåëè ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåð-
ôåéñà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI. Íà âòîðîì óðîâíå ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïàðàëëåëè-
âàíèå âíóòðè ñ÷åòíîé îáëàñòè ïî ïàðàîáëàñòÿì (ñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ
íà ôðàãìåíòû), òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì MPI. Íà òðåòüåì (íèæíåì) óðîâíå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå èòåðàöèé ñ÷åòíûõ öèêëîâ â ìîäåëè îáùåé
ïàìÿòè ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà OpenMP. Ýòè ïîäõîäû ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ êàê âìåñòå â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ, òàê è ðàçäåëüíî ïðè ðàñ÷åòå îäíîé
çàäà÷è.
Â äîêëàäå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà ìåëêîçåðíèñòîãî ðàñïàðàë-

ëåëèâàíèÿ äëÿ ìåòîäèêè ÒÈÌ-2D. Â ïåðâîì èñïîëüçóåòñÿ íàëîæåíèå â îäèí
ñëîé ÿ÷ååê ìåæäó ïàðàîáëàñòÿìè [3]. Íà êàæäîì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ îáìåí âå-
ëè÷èíàìè â ÿ÷åéêàõ è óçëàõ â ñëîå íàëîæåíèÿ â àñèíõðîííîì ðåæèìå. Âòîðîé
ìåòîä ìåëêîçåðíèñòîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íå èñïîëüçóåò íàëîæåíèå ìåæäó ïà-
ðàîáëàñòÿìè, ìåæäó ïàðàîáëàñòÿìè ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïî ñïåöèàëüíûì àëãîðèòìàì, êîòîðûå ñõîæè ñ àëãîðèòìàìè ðàñ÷åòà
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè îáëàñòÿìè, è ÿâëÿþùè-
åñÿ ïîëíûì àíàëîãîì ðàñ÷åòà íå ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòåé.
Â äîêëàäå îïèñûâàþòñÿ âîïðîñû ñî÷åòàíèÿ ìåëêîçåðíèñòîãî ðàñïàðàëëåëè-

âàíèÿ ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà âåðõíåì è íèæíåì óðîâíÿõ, ðàññìîòðåííûå ðà-
íåå [4]. Îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà â ïàðàëëåëüíîì
ðåæèìå. Ïðèâîäÿòñÿ çàìåðû óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
íà ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.
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ÏËÀÇÌÛ Ñ Ó×�ÒÎÌ ÈÍÅÐÖÈÈ ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ Â ÊÐÓÃËÎÉ

ÒÐÓÁÅ
Ãàâðèêîâ Ì.Á., Òàþðñêèé À.À.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå èññëåäîâàíû âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íåñæèìàåìîé ïëàçìû â
êðóãëîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùåãîñÿ ñ
÷àñòîòîé ω ïîëíîãî òîêà. Ïðè ýòîì â ïîëíîì îáúåìå ó÷òåíû èíåðöèÿ ýëåê-
òðîíîâ è òîê ñìåùåíèÿ. Ñðàâíåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è î âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèÿõ íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé íåñæèìàåìîé ÌÃÄ è äâóõæèäêîñòíîé ÌÃÄ
ñ ó÷åòîì èíåðöèè ýëåêòðîíîâ ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ î íåîáõîäèìîñòè ó÷å-
òà êîíå÷íîé ìàññû ýëåêòðîíîâ äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ïåðåòÿæå÷íîé ïëàçìû.
Ïðîàíàëèçèðîâàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà âûíóæäåííûõ êî-
ëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå âàæíàÿ îñîáåííîñòü - ñêèíèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ
òå÷åíèÿ ïî ãðàíèöå øíóðà, ïðîëèâàåò ñâåò íà âîçìîæíûé ìåõàíèçì îáðàçîâà-
íèÿ ãåòåðîãåííûõ ïèí÷åé. Íà ðèñóíêå ïîêàçàí ñëó÷àé ñêèíèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè
òîêà jz(r) ïðè ω → +∞. Äàíû ïðîôèëè äëÿ ÷åòûð¼õ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò: 1 -
ω = 109Ãö, 2 - ω = 1010Ãö, 3 - ω = 1011Ãö, 4 - ω = 1012Ãö.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò �08-01-00299).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ãàâðèêîâ Ì.Á., Òàþðñêèé À.À. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âÿçêîé íåñæèìà-
åìîé ïëàçìû ñ ó÷åòîì èíåðöèè ýëåêòðîíîâ â êðóãëîé òðóáå // Èçâ. ÐÀÍ.
Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 2010. N. 1. Ñ. 176�192.
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ È ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ËÎÃÎÑ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÇÀÄÀ×
ÒÅÏËÎÌÀÑÑÎÏÅÐÅÍÎÑÀ ÍÀ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÝÂÌ

Ãëàçóíîâ Â.À., Ãîëóáåâ À.À., Äåðþãèí Þ.Í., Æó÷êîâ Ð.Í., Çåëåíñêèé Ä.Ê.,
Ìåëüíèêîâ Â.Ì., Êîçåëêîâ À.Ñ., Ïîëèùóê Ñ.Í., Øàãàëèåâ Ð.Ì.

ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ÈÒÌÔ, Ñàðîâ

Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ è ñîïðÿæåí-
íûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷ òåïëîìàññîïåðåíîñà è àýðîäèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõ
ÝÂÌ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðåàëèçîâàííàÿ â ïàêåòå ïðîãðàìì, âêëþ÷àåò òðè

ãðóïïû óðàâíåíèé. Ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ Íàâüå
Ñòîêñà îïèñûâàþùèå òå÷åíèÿ âÿçêîãî ãàçà è óðàâíåíèÿ ìîäåëåé òóðáóëåíò-
íîñòè. Äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ïðèâëåêàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè,
òàêèå êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîé âÿç-
êîñòè Ñåêóíäîâà è Ñïàëàðòà-Àëìàðåñà, äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå (k, ε) è (k, ω) ìî-
äåëè òóðáóëåíòíîñòè è ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè îòíîñè-
òåëüíî êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà. Ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé íà
ñòåíêàõ êàíàëîâ ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñêîëüæåíèå, ïðè-
ëèïàíèå, ñèììåòðèÿ ïîòîêà è óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïîòîêà. Íà âõîäå â êàíàë
çàäàåòñÿ ëèáî ðàñõîä, ëèáî äàâëåíèå. Âîçìîæíà ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è,
êîãäà çàäàí ïåðåïàä äàâëåíèÿ ïî êàíàëó.
Òåïëîâûå ïîëÿ â êîíñòðóêöèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè. Â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ òåïëîâûå ïîëÿ íàõîäÿòñÿ
èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ:

J−
ν (P, t) =

∫
S(p)

J+
ν (Q, t)

cos(n⃗p, P⃗Q) cos(n⃗Q, Q⃗P )

πr2(P,Q)
dSQ

ãäå J−
ν (P, t), J

+
ν (P, t) � îäíîñòîðîííèå ïîòîêè èçëó÷åíèÿ ÷àñòîòû ν, à èíòåãðàë

áåðåòñÿ òîëüêî ïî îáëàñòè ïðÿìîé âèäèìîñòè S(P ), ò.å. ïî òåì òî÷êàì Q, êîòî-
ðûå íåïîñðåäñòâåííî âèäíû èç òî÷êè P .
Íà ïîâåðõíîñòÿõ, ðàçäåëÿþùèõ òâåðäîòåëüíûå êîíñòðóêöèè è ïðîçðà÷íûå

ñðåäû, çàäàþòñÿ îáìåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà ãðàíèöå òåïëîïðîâîäíîé îá-
ëàñòè, ìîãóò áûòü çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà.
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé, â òîì ÷èñëå è â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè. Â

ïðîöåññå ðåøåíèÿ âîçìîæíî èçìåíåíèå ãåîìåòðèè îáëàñòè (íàïðèìåð, âñëåä-
ñòâèå ãàçîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è íàãðåâà, ðàçðóøåíèÿ ôðàãìåíòîâ îáëà-
ñòè è ò.ï.) è èçìåíåíèå åå ñîñòàâà.
Îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäèê

ÿâëÿþòñÿ:

• ñåãìåíòàöèÿ ñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè,
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• ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì: ðàñ÷åò âÿçêèõ òå÷åíèé, ðàñ÷åò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè, ðàñ÷åò íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, è äð.,

• èñïîëüçîâàíèå ïîäâèæíûõ è íåïîäâèæíûõ, ñòðóêòóðèðîâàííûõ è íåñòðóê-
òóðèðîâàííûõ ñåòîê,

• èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îïèñûâàþùèõ âÿçêèå òå÷åíèÿ îñíî-
âàíî íà ìåòîäå êîíå÷íûõ îáúåìîâ è èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì:
PISO, SIMPLE, TVD. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïåðåíîñà, îñíîâàíî íà
êîí÷íî-îáúåìíîé íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíî-
ñà èçëó÷åíèÿ ïîñòîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ âèäíîñòè.
Îðãàíèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé îñíîâàíà íà ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîì-

ïîçèöèè è èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ ðåøàòåëåé. Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîì-
ïîçèöèè çàëîæåíà âîçìîæíîñòü áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ ïî êîëè÷å-
ñòâó ÿ÷ååê, ñ ó÷¼òîì ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàññ÷èòûâàåìûõ â íèõ, è ìèíèìèçà-
öèè îáú¼ìîâ ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ìåæïðîöåññîðíûõ
îáìåíîâ èñïîëüçóþòñÿ àñèíõðîííûå âûçîâû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü
îáìåíû èíôîðìàöèåé îäíîâðåìåííî ñ ðàáîòîé ñ÷¼òíûõ ïðîãðàìì.
Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ è ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ïðè-

âîäèòñÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

ÌÅÒÎÄ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÁËÎ×ÍÎÉ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖÈÈ ÄËß
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÃÅËÜÌÃÎËÜÖÀ

Ãîðáåíêî Í.È.
ÈÂÌ è ÌÃ ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

×èñëåííîå ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì â íàó÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ òðåáóþò ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä A = B + iC . Çäåñü B− ñèììåòðè÷-
íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à C− çíàêîîïðåäåëåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöû. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû, èìåþùèå áëî÷íî-
òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, ò.å. âèäà

A =


D1 −LT

1

−L1
. . . . . .
. . . . . . −LT

n−1

−Ln−1 −Dn


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Ïîäîáíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçíèêàþò ïðè àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â êâàíòîâîé õðîìàòîãðà-
ôèè è ò.ä. ×òîáû ýôôåêòèâíî ÷èñëåííî ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ
Êðûëîâà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íàäåæíûå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Îäèí èç
òàêèõ êàíäèäàòîâ - áëî÷íûé ìåòîä íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè. Îí óñïåøíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòå-
ìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ Ì - ìàòðèöàìè, èìåþùèìè áëî÷íî-
òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Âäàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì îáîñíîâàíèå ïðè-
ìåíåíèÿ íåïîëíîé áëî÷íîé ôàêòîðèçàöèè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ñè-
ñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ ÏÐÈ
ÎÁÒÅÊÀÍÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ ÑÒÐÓÅÉ ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ
ÂÎÇÄÓÕÀ Â ÈÍÄÓÊÖÈÎÍÍÎÌ ÏËÀÇÌÎÒÐÎÍÅ

Ãîðøêîâ À.Á.
Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìàøèíîñòðîåíèÿ,

Êîðîëåâ, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü

Ïðè ðàçðàáîòêå êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, äâèæóùèõñÿ â àòìîñôåðå Çåìëè èëè
äðóãèõ ïëàíåò ñ ãèïåðçâóêîâûìè ñêîðîñòÿìè, áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñîçäàíèå
ýôôåêòèâíîé òåïëîâîé çàùèòû. Ïîñêîëüêó íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû î÷åíü äî-
ðîãè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ â íàçåìíûõ óñëîâèÿõ ðåàëüíûõ ïîëåòíûõ ïàðàìåòðîâ
îáòåêàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ãåíåðàòîðû íèçêîòåìïåðà-
òóðíîé ïëàçìû - ïëàçìîòðîíû. Ñõåìàòè÷íî êîíñòðóêöèÿ ïëàçìîòðîíà ñîñòîèò
èç ïîñëåäîâàòåëüíî óñòàíîâëåííûõ äâóõ êàìåð: ðàçðÿäíîé, ãäå â ïîòîê ãàçà
âêëàäûâàåòñÿ ýíåðãèÿ, è ðàáî÷åé, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò îáòåêàíèå ìîäåëåé ñ
îáðàçöàìè òåïëîçàùèòíîãî ïîêðûòèÿ ñòðóåé âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî äèññîöèè-
ðîâàííîãî è èîíèçîâàííîãî ãàçà, èñòåêàþùåé èç ðàçðÿäíîé êàìåðû.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îáòåêàíèÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ ìîäåëåé â ðàáî÷åé êàìåðå èíäóêöèîííîãî âûñîêî÷àñòîòíîãî ïëàçìîò-
ðîíà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåðàâíîâåñ-
íîãî õèìè÷åñêè ðåàãèðóþùåãî âîçäóõà. Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå êîíôèãóðàöèè
ìîäåëè è îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ ñòðóè è ìîäåëè íà êàðòèíó òå÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè
íà âîçìîæíîå îáðàçîâàíèå îòðûâíîé îáëàñòè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå
íà ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà. Òå÷åíèå â ñòðóå ïðåäïîëàãàëîñü äîçâóêî-
âûì è ëàìèíàðíûì. Áûëî ðàññìîòðåíî òàêæå âëèÿíèå âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòè
ãåòåðîãåííîé ðåêîìáèíàöèè àòîìîâ èç ãàçîâîé ôàçû íà ïîâåðõíîñòè ìîäåëè íà
óðîâåíü êîíâåêòèâíûõ òåïëîâûõ ïîòîêîâ ê íåé.
Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, îïèñûâàþùèå îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå õèìè÷åñêè
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íåðàâíîâåñíîé ñìåñè ãàçîâ, çàïèñûâàþòñÿ â êîíñåðâàòèâíîì âèäå â ïðîèçâîëü-
íîé íåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âîçäóõ ïðåäïîëàãàëñÿ ñîñòîÿùèì èç 9
õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ñ÷èòàëèñü ðàâíîâåñ-
íî âîçáóæäåííûìè ñ òåìïåðàòóðîé ðàâíîé ïîñòóïàòåëüíîé. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
îáðàçîâûâàëàñü âíåøíåé ãðàíèöåé, îñüþ ñèììåòðèè è ïîâåðõíîñòüþ òåëà. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, îòâå÷àþùèå âõîäíîé ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè, çàäàâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòîâ Ðèìà-
íà. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà îñóùåñòâëÿëîñü ÷èñëåííî
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé èòåðàöèîííîé ñõåìû.
Áîëåå äåòàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâåäåíà â [1]. Âûïîëíåíî ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèå ïðîãðàììû äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëè-
òåëüíîì êîìïëåêñå T-Edge [2].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 09-01-00171-à.
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ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐÌÀ
ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Ãðóäíèöêèé Â.Ã.
ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðåäëàãàåìûé äîêëàä ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ðàáîò àâòîðà îïóáëèêîâàííûõ â
òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ëåò [1,2]. Â íèõ ðåøåíà îäíà èç ïðîáëåì, ñòîÿâøèõ ïåðåä
èññëåäîâàòåëÿìè ðàçðûâíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé ñðåäû äîñòàòî÷íî äîëãîå âðå-
ìÿ. Îíà çàêëþ÷àëàñü â îñîáîì ñòàòóñå ðàçðûâîâ (óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíûõ
ðàçðûâîâ), êîòîðûå ñ÷èòàëèñü îñîáûìè ëèíèÿìè. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâèëîñü îò-
ñóòñòâèå äîñòàòî÷íûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ðàçðûâíûõ ðå-
øåíèé è, â öåëîì, îòñóòñòâèå ñêîëüêî-íèáóäü ñòðîãîé òåîðèè àíàëèçà (è êàê
ñëåäñòâèå, ðàñ÷¼òà) òàêèõ òå÷åíèé íà ðàçðûâàõ. Ïðåäëîæåííîå â [1,2] òîæäå-
ñòâåííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëèëî ïåðåâåñòè çàêîíû ñî-
õðàíåíèÿ â êâàçèëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôîðìó áåç ïîòåðè êîíñåðâà-
òèâíîñòè, è ââåñòè ðàçðûâû â àïïàðàò àíàëèçà ðàçðûâíûõ òå÷åíèé â êà÷åñòâå
åñòåñòâåííîãî ýëåìåíòà.
Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû âïåðâûå îïóáëèêîâàë

Ëåîíàðä Ýéëåð. Îíè èìåþò êâàçèëèíåéíûé õàðàêòåð. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ



26

ðåøåíèé áûë ðàçðàáîòàí àïïàðàò õàðàêòåðèñòèê, èìåþùèé, ñîîòâåòñòâåííî,
êâàçèëèíåéíûé õàðàêòåð. Â ñåðåäèíå 20-ãî âåêà íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé Ýé-
ëåðà, áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Ïðè
å¼ âûâîäå íå ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ ïðèðàùåíèé ïîòîêîâ è ôóíêöèé, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò å¼ êîíñåðâàòèâíîñòü. Îäíàêî êâàçèëèíåéíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
àïïàðàò íå áûë ïðè ýòîì çàìåí¼í.
Â çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ, î÷åâèäíî, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîòîêè è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ôóíêöèè. Íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äåêàðòîâû) íå
áîëåå ÷åì ïðîñòðàíñòâåííûå (âðåìåííûå) ìåòêè, ê êîòîðûì ïðèïèñûâàåòñÿ ðå-
øåíèå. Ëîãè÷íî íîðìèðîâàòü äðóã ê äðóãó ïðèðàùåíèÿ ïîòîêîâ è ôóíêöèé,
òî åñòü ïðèðàùåíèÿ ðàçðûâíûõ âåëè÷èí îòíîñèòü ê ðàçðûâíûì. Ïðèðàùåíèÿ
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò (íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí) åñòåñòâåííî îòíîñèòü äðóã ê
äðóãó.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðåîáðàçîâàíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ê êîíñåðâàòèâíîìó õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîìó âèäó èãðàåò òîæäåñòâåííàÿ çàìåíà ðàçíîñòåé ïîòîêîâ òå÷å-
íèåì ðàñïàäà ðàçðûâà. Ïîêàæåì ïðîöåäóðó âûâîäà óêàçàííîé ôîðìû çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ äëÿ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

∂φ⃗

∂t
+
∂F⃗

∂x
= 0, φ⃗ =

∥∥∥∥∥∥
ρ
ρu

ρE

∥∥∥∥∥∥ , F⃗ =

∥∥∥∥∥∥
ρu
p + ρu2

(ρE + p)u

∥∥∥∥∥∥ (1)

Çäåñü ρ - ïëîòíîñòü, u- ñêîðîñòü, p - äàâëåíèå, E = e + u2/2 - ýíåðãèÿ
åäèíèöû ìàññû, e- âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ñèñòåìà (1) â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ èìååò
âèä

∆tφ⃗+
τ

h
∆xF⃗ = 0 (2)

Â (2) òîæäåñòâåííî çàìåíèì ðàçíîñòè ïîòîêîâ ñóììîé (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñ-
êîíå÷íîé) âîçìóùåíèé ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ èç îäíîé òî÷êè ñ ðàçíûìè ñêî-
ðîñòÿìè (ðèñ. 2.1). Äëÿ ýòîãî îòíîñèì ïðèðàùåíèÿ ïîòîêîâ ê ïðèðàùåíèÿì
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôóíêöèé. Âîçíèêàþùèå îòíîøåíèÿ, èìåþò ðàçìåðíîñòü
ñêîðîñòè. Â äàëüíåéøåì (êðîìå (5)-(6)) íèæíèé èíäåêñ i çàäà¼ò íîìåðà ñêîðî-
ñòåé âîçìóùåíèé, çíà÷åíèé ôóíêöèé è ïîòîêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñëåäóþùåé
òîæäåñòâåííîé çàìåíå

∆xF⃗ ≡ (F⃗b(N) − F⃗a(0)) ≡ (F⃗N − F⃗N−1) + (F⃗N−1 − F⃗N−2) + ...+ (F⃗1 − F⃗0) ≡

≡
−−−−−−−−−−−−−−−−−→[
FN−FN−1

φN−φN−1

]
(φN − φN−1) + ..+

−−−−−−−−−−−−→[
F1−F0

φ1−φ0

]
(φ1 − φ0) ≡

N∑
i=1

−−−−−−−−−→
Vi(φi − φi−1 );

−−−−−→[
Fi−Fi−1

φi−φi−1

]
= V⃗i;

(3)
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Â (3) èíäåêñàìè b(N), a(0) îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñ ïðàâîé è ëåâîé ñòî-
ðîíû ðàçðûâà, èíäåêñ i - íîìåð ñëàãàåìîãî â ñóììå (3), êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì óðàâíåíèé â (1). Ñêîðîñòè V⃗i, åñëè îíè çàäàþò ñêî-
ðîñòè óñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé, äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ Ãàëèëåÿ
(èíäåêñ i îïóñêàåòñÿ â (4)-(5))

V⃗ (u+ v) = V⃗ (u) + v (4)

Çäåñü v èìååò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå. Ñîîòíîøåíèå (4) îçíà÷àåò ëèíåé-
íóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòåé óñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé îò ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. (Â òî
âðåìÿ êàê ôîðìàëüíî îíà èìååò íåëèíåéíûé õàðàêòåð).
Âûïîëíåíèå (4) äà¼ò â ðåçóëüòàòå (äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i)

[u(ρE + p)]

[ρE]
=

[
p + ρu2

]
[ρu]

=
[ρu]

[ρ]
(5)

Âîçìóùåíèÿ óñòîé÷èâû â ñëó÷àå, åñëè ñêîðîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîâïà-
äàþò äëÿ âñåõ óðàâíåíèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (âûâîä, ïî ñóùåñòâó, î÷åâèäíûé).
Èòàê, ÷òîáû äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ ñêîðîñòåé âîçìóùåíèé äëÿ âñåõ óðàâíåíèé ñè-
ñòåìû, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå ñóììû (èíòåãðàëà) ìíîæåñòâà óñòîé-
÷èâûõ âîçìóùåíèé.

∆xF⃗ ≡
N∑
i=1

Vi(φ⃗i − φ⃗i−1) ≡
N∑
i=1

Vi∆φ⃗i (6)

Â (6) ñ ó÷¼òîì (5) çíàê âåêòîðà íàä ñêîðîñòÿìè Vi îïóùåí. Çàìåíà (6) ïðè-
âîäèò (2) (dt, dx→ 0) ê âèäó

∆tφ⃗+
∂x

∂t

N∑
i=1

Vi∆(φ⃗)i = 0 (7)

Ðàâåíñòâà (7) çàäàþò â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôîð-
ìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû. Â êàæäîå óðàâíåíèå (7) ÿâíî âõîäèò
îäíà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è êîýôôèöèåíòû, îáùèå äëÿ âñåõ óðàâíåíèé. Ïðè
ýòîì óðàâíåíèÿ (7) êîíñåðâàòèâíû óæå ïîòîìó, ÷òî îíè òîæäåñòâåííû çàêîíàì
ñîõðàíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôîðìó çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ è òð¼õ èçìåðåíèé [1,2]. Ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âèäó
íåñëîæíî ïðèâåñòè ëþáóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, åñëè îíà èñïîëüçóåò çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå.
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Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Èíñòèòóò ìåõàíèêè è

ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊàçÍÖ ÐÀÍ, Êàçàíü

Ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
îáùåé ãðóïïîé èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Òà-
êèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçíèêàþò ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè øèðîêîãî êëàññà
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè
ìíîãîôàçíûõ ñðåä è äð. Ñîçäàíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ áèáëèîòåê ïðîãðàìì,
êîòîðûå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ áîëüøîé ðàçìåðíî-
ñòè íà ðàçëè÷íûõ àðõèòåêòóðàõ öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, à òàêæå ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðàõ, ïîñòðîåííûõ íà èõ îñíîâå (íàïðèìåð, Aztec,
PetSc, Trilinos è äð). Êàê ïðàâèëî, áèáëèîòåêè ïðîãðàìì èñïîëüçóþò èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì è îòëè÷àþòñÿ ôîðìàòàìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ìàòðèö, òèïàìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé, ñïîñîáàìè îáìåíà ñîîáùåíèÿìè
ìåæäó ïðîöåññîðàìè è ñâÿçàíû ñ àðõèòåêòóðîé ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìû, òèïàìè ïîääåðæèâàåìûõ ïëàòôîðì è äð. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ
èíòåðåñ ê ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíèÿì íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ, òàêèõ êàê
NVIDIA GeForce, Tesla â ñâÿçè ñ èõ âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ è íèçêîé
ñåáåñòîèìîñòüþ. Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêèõ ïðî-
öåññîðîâ, ïîñëåäíåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî, ñïîñîá-
íîå âûïîëíÿòü áîëüøîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ âû÷èñëåíèé ïàðàëëåëüíî. Ýòî îñî-
áåííî óäîáíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé àëãåáðû â îïåðàöèÿõ íàä
ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà áèáëèîòåêà èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì äëÿ ðåøåíèÿ
ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ ñ íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé, êàê ñèììåòðè÷íûõ, òàê è íå
ñèììåòðè÷íûõ. Áèáëèîòåêà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîëüçî-
âàòåëåé, êîòîðûå õîòÿò èçáåæàòü òðóäíîñòåé è äåòàëåé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ, íî êîòîðûì ïðèõîäèòüñÿ èìåòü äåëî ñ
áîëüøèìè ðàçðåæåííûìè ÑËÀÓ è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ïà-
ðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðû ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ. Äåòàëè ðåàëèçàöèè ñòðóê-
òóðû äàííûõ îòäåëåíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ øàáëîíîâ è
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îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÿçûêå C++. Âåêòîðû è ìàò-
ðèöû çàïèñàíû â âèäå øàáëîíîâ êëàññîâ, òàê ÷òî îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ðàñ÷åòîâ êàê ñ îäèíàðíîé, òàê è ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ. Àëãîðèòìû èòåðà-
öèîííûõ ìåòîäîâ çàïèñàíû â âèäå ôóíêöèé â ôîðìàòå øàáëîíà, òàê ÷òî îíè
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñ ëþáîé ìàòðèöåé è âåêòîðîì, îáåñïå÷èâàÿ íåîáõîäèìûé
óðîâåíü ôóíêöèîíàëüíîñòè. Áèáëèîòåêà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êàê
íà îäíîì, òàê è íà íåñêîëüêèõ ãðàôè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ îäíîâðåìåííî. Ïðåä-
ñòàâëåííûå â áèáëèîòåêå ìåòîäû ïðîòåñòèðîâàíû íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ìåòîäîì êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ. Ïðîâåäåííûå òåñòû
ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî
óñêîðèòü ðàñ÷åòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �14 ¾Èíòåëëåêòó-
àëüíûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ñèñòåì-
íûé àíàëèç è àâòîìàòèçàöèÿ¿

ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÇÀÄÀ×
ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÍÀ ÃÈÁÐÈÄÍÎÌ
ÑÓÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐÅ ¾ÌÂÑ-ÝÊÑÏÐÅÑÑ¿

Äàâûäîâ À. À.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëåé ñ íåòðàäèöèîííîé (íå ôîí-íåéìàíîâñêîé) àðõèòåêòó-
ðîé, è èõ óñïåøíîå ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1], ïðèâåëî ê
ïîÿâëåíèþ ñóïåðêîìïüþòåðîâ íà èõ îñíîâå. À èìåííî, ê ïîÿâëåíèþ ãèáðèäíûõ
ñóïåðêîìïüþòåðîâ [2, 3].
Ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ óñòàíîâîê, ïîñòðîåííûõ íà íîâûõ ïðèíöèïàõ, òðå-

áóåò ðàçðàáîòêè ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ýôôåêòèâíî èñïîëü-
çóþùåãî îáîðóäîâàíèå.
Â ðàìêàõ îïûòíîé ýêñïëóàòàöèè ñóïåðêîìïüþòåðà ¾ÌÂÑ-Ýêñïðåññ¿, ñîçäàí-

íîãî â ÈÌÏ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ ñîâìåñòíî ñ ÍÈÈ ¾ÊÂÀÍÒ¿ [2], íàïèñàí
ïàðàëëåëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ è òðåõìåðíûõ óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà íà ìíîãîáëî÷íûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, à òàêæå, êâàçèãà-
çîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4].
Â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ êîìïëåêñà èññëåäîâàí è îáîñíîâàí ðÿä

òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñîçäàíèÿ ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ îòå÷åñòâåííûõ ãè-
áðèäíûõ óñòàíîâîê. Ñðåäè íèõ, âûáîð òîé èëè èíîé ìîäåëè óñêîðèòåëÿ, à òàê-
æå, îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèå áûñòðîé ñåòè ñ íèçêîé ëàòåíò-
íîñòüþ.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ. Ïðîåêòû 08�07�00086�
à è 08�08�00356�à.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÍÑÇÂÓÊÎÂÎÃÎ
ÒÅ×ÅÍÈß ÃÀÇÀ ÎÊÎËÎ ÍÀÄÊÀËÈÁÅÐÍÛÕ ÎÁÒÅÊÀÒÅËÅÉ

Äàíüêîâ Á.Í., Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â.
ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò

ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ïðè èññëåäîâàíèè òðàíñçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ íàäêàëèáåðíûõ îáòåêàòåëåé
(ÍÊÎ) ðàêåò íîñèòåëåé (ÐÍ) ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè óñòàíîâëåíî âîçíèêíîâå-
íèå áåãóùèõ è ñòîÿùèõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ìåæáëî÷íûõ êàíàëàõ [1]. Ïîëó÷å-
íèå ýòèõ êîëåáàíèé â ðàñ÷åòíîì ïëàíå ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé. Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðàñ÷åòå ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ òå÷åíèÿ ãàçà â çíà÷èòåëüíûõ ïî ðàçìåðàì
îáëàñòÿõ, ïî îòíîøåíèþ ê ðàçìåðàì ÐÍ.
Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ìîäåëè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðè ÷èñëàõ

Ìàõà â äèàïàçîíå Ì=0,7-0,95. Â êà÷åñòâå ãåîìåòðèè èñïîëüçîâàíà òèïîâàÿ ôîð-
ìà íàäêàëèáåðíîãî îáòåêàòåëÿ ÐÍ, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìîòðåííîé â [1].
Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ óäåëåíî ôîðìèðîâàíèþ îñíîâíûõ

ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ãàçîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ: ïîëîæåíèþ òðàíñçâóêîâîé
çîíû, ìåñòîïîëîæåíèÿì êðèòè÷åñêîãî è çàìûêàþùåãî ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ, îò-
ðûâíûì îáëàñòÿì òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òðàíñçâóêîâîé çîíû è îáðàòíîãî êî-
íóñà.
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Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ òå÷åíèÿ
â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ìàõà, íàõîäÿùèåñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè. Îòìå÷åíî, ÷òî íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ äàâëåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè ÍÊÎ êîððåëèðóåò ñ êîëåáàíèÿìè îòðûâíîé çîíû, ÷òî íàõîäèòñÿ
â êà÷åñòâåííîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �08-08-00356,

Ðîñíàóêè, ïðîåêò 02.740.11.0204 è ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ
ÌÑÖ,

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Äàíüêîâ Á.Í, Êîñåíêî À.Ï., Êóëèêîâ Â.Í., Îòìåííèêîâ Â.Í. Âîëíîâûå
âîçìóùåíèÿ â òðàíñçâóêîâûõ îòðûâíûõ òå÷åíèÿõ // ÌÆÃ, 2006, �6, ñ. 153
- 165.

Î ÒÐÅÕÓÐÎÂÍÅÂÎÌ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ
ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÌÈÃÐÀÖÈÈ ÂÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ (RTM)

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ ÑÕÅÌ
Äîâãèëîâè÷ Ë.Å.

Ìîñêîâñêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò, Ìîñêâà

Ìîñêîâñêèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Øëþìáåðæå, Ìîñêâà

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà RTM â ñåéñìîðàçâåäêå ïîëó÷àåò âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû ïðè åãî èñïîëüçîâà-
íèè. Â îñíîâå RTM ëåæèò ìíîãîêðàòíîå âû÷èñëåíèå âîëíîâûõ ïîëåé íà ñåòêàõ
ñ ìèëëèîíàìè óçëîâ â 2D è ìèëëèàðäàìè â 3D ãåîìåòðèè.
Àëãîðèòì ìåòîäà RTM ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ãëàâíûõ ýòàïîâ: à)âû÷èñëåíèå

âîëíîâûõ ïîëåé â �ïðÿìîì âðåìåíè�. Âîëíîâîå ïîëå U ãåíåðèðóåòñÿ îò èñòî÷-
íèêà â ïóíêòå âçðûâà è çàïîìèíàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèÿ; á)âû÷èñëåíèå âîëíîâûõ ïîëåé â �îáðàòíîì âðå-
ìåíè�. Âîëíîâîå ïîëå V ãåíåðèðóåòñÿ îò ñåéñìîãðàìì â ïðèåìíèêàõ, è ïðîèç-
âîäèòñÿ ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâåðòêè V ñ U ïî âðåìåíè;
â)ñóììèðîâàíèå èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ îò ðàçíûõ ïóíêòîâ âçðûâîâ.
Â [1] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñõåì

(ÖÐÑ) êîìïàêòíûå ñõåìû (ÊÑ) äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòðîèì äâóìåðíûé òðåõóðîâíåâûé ïàðàëëåëüíûé àë-

ãîðèòì RTM, ðåàëèçîâàííûé íà îñíîâå ÊÑ è ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ,
ïîäòâåðæäàþùèå ïðåèìóùåñòâà ÊÑ ïåðåä ïðèâû÷íûìè ÖÐÑ.
Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì RTM èìååò òðè âëîæåííûõ óðîâíÿ ïàðàëëåëüíî-

ñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè êëàñòåðà. Ïåðâûé óðîâåíü çàêëþ÷àåòñÿ â ïàðàëëåëèçàöèè ðàñ÷åòîâ èçîá-
ðàæåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ïîëîæåíèé ïóíêòà âçðûâà. Íà âòîðîì óðîâíå ïðîèñõîäèò
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äåêîìïîçèöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñ÷åòà íà íåñêîëüêèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ÖÐÑ äàííûé ìåòîä íå âûçûâà-
åò ïðîáëåì. Äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì � â ñèëó èõ íåÿâíîñòè � áûë ïðåäëîæåí
è ðåàëèçîâàí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëèâøèé ïðåîäîëåòü çàòðóäíåíèÿ ñ
äåêîìïîçèöèåé. Íà òðåòüåì óðîâíå ïîðîæäàþòñÿ íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ
íèòåé è íèòü àñèíõðîííîãî ââîäà/âûâîäà äàííûõ. Òàêîå ðàçáèåíèå ïîçâîëÿåò
ðàâíîìåðíî íàãðóçèòü âñå ÿäðà óçëà, èçáåæàòü ëèøíèõ êîïèðîâàíèé äàííûõ
è îñóùåñòâëÿòü âûâîä íà æåñòêèé äèñê ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèåì âîëíîâûõ
ïîëåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 10-01-00567.
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Ïðè ðàñ÷åòå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ôèçèêè è ìåõàíèêè îäíèìè èç îïðå-
äåëÿþùèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ôîòîíàìè è âçàèìîäåéñòâèå
èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ïåðå-
íîñ èçëó÷åíèÿ è âçàèìîäåéñòâèå èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì, ñóùåñòâóåò ìíîãî ìî-
äåëåé. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè ñïåêòðàëüíîé êâà-
çèäèôôóçèè. Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñëîæíî çàïèñàòü ðåëàêñàöèþ ýíåðãèè
ìåæäó âåùåñòâîì è èçëó÷åíèåì, òàê ÷òîáû ñõåìà áûëà íåÿâíîé (èíà÷å áóäåò
ìåëêèé øàã ïî âðåìåíè) è âûïîëíÿëîñü óñëîâèå áàëàíñà.
Â äîêëàäå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñõåìû (ÿâíûå, íåÿâíûå) íà èõ óñòîé÷è-

âîñòü. Â ñëó÷àå íåÿâíûõ èòåðàöèîííûõ ñõåì ïðèâëåêàåòñÿ èõ èññëåäîâàíèå íà
ñõîäèìîñòü èòåðàöèé.
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî äâóì ñõåìàì ðàñùåïëåíèÿ. Â ïåðâîé ñõåìå ðàñùåï-

ëåíèå ïî ñïåêòðó, à âî âòîðîé âñÿ ñèñòåìà ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå: ïåðâàÿ îïèñû-
âàåò ñïåêòðàëüíûé ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, à âòîðàÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè âåùåñòâà è
èçëó÷åíèÿ â ðåçóëüòàòå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû çàïèñàíî
òðè ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ýòèì
ñõåìàì, ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè.
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Äåëàþòñÿ âûâîäû î ñëàáûõ è ñèëüíûõ ñòîðîíàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì.

ÒÅÐÌÎßÄÅÐÍÀß ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
Z-ÏÈÍ×À

Äîëãîëåâà Ã.Â.1, Çàáðîäèíà Å.À.2, ×óðàçîâ Ì.Ä.2
1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

2ÈÒÝÔ, Ìîñêâà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðàâëÿåìîé ðåàêöèè òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà ëåãêèõ ýëåìåí-
òîâ ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû - òîêàìàê, ÈÒÈÑ, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èìååò ñâîè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè. Íàðÿäó ñ íèìè ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ò/ÿ óñòàíîâêó íà îñíîâå z-ïèí÷à ñ äåéòåðèåì (DD) â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî
âåùåñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñêîðèòåëü ñîçäàåò ìîùíóþ ñòðóþ DD-ïëàçìû
ïëîòíîñòüþ ïîðÿäêà 10-8 ã/ñì3, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â îáëàñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Îíî ñæèìàåò ïëàçìó, îäíîâðåìåííî åå ðàçîãðåâàÿ, äî ïëîòíîñòåé è òåìïåðàòóð,
äîñòàòî÷íûõ äëÿ ò/ÿ çàæèãàíèÿ. Òàê êàê ñòðóÿ èìååò èçíà÷àëüíî âûñîêóþ ñêî-
ðîñòü (5?108 ñì/ñ), ðàçîãðåòîå âåùåñòâî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîêèäàåò çîíó
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à íà åãî ìåñòî ïðèõîäèò íîâàÿ ïîðöèÿ õîëîäíîé ïëàçìû. Åñ-
ëè ñòðóþ ïëàçìû çàêëþ÷èòü â êîëüöåâóþ òðóáó, òî ïðîöåññ ò/ÿ ãîðåíèÿ ìîæíî
ñäåëàòü ïî÷òè ñòàöèîíàðíûì. Â òàêîé ñèñòåìå ò/ÿ ýíåðãîâûäåëåíèå íåâåëèêî,
íî åãî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ óñèëèòü, åñëè òðóáó ñäåëàòü èç óðàíà-238, êîòîðûé
áóäåò ïîãëîùàòü ðîæäàþùèåñÿ â DD íåéòðîíû è âûäåëÿòü ýíåðãèþ çà ñ÷åò
äåëåíèÿ.
Áûë ïðîâåäåí ðÿä ðàñ÷åòîâ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ìîäåëåé ïî ïîäáîðó îï-

òèìàëüíûõ ðàçìåðîâ è ñêîðîñòåé ïëàçìåííîé ñòðóè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî
íàéòè òàêîå ñî÷åòàíèå ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü
(îêîëî 10-6 ã/ñì3) è òåìïåðàòóðó (îêîëî 20 êýÂ), äîñòàòî÷íûå äëÿ ò/ÿ çàæè-
ãàíèÿ è ïîääåðæàíèÿ ýíåðãîâûäåëåíèÿ ìîùíîñòüþ 300 - 1000 ÌÂò, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçáåæàòü ïîëíîãî ïåðåæàòèÿ ñòðóè ìàãíèòíûì ïîëåì è åå ðàçðóøå-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ò/ÿ ýíåðãîâûäåëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî
ïðîäîëæèòåëüíûì (äî 1 ìêñ), ÷òîáû òàêóþ ñèñòåìó â äàëüíåéøåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê ýíåðãåòè÷åñêóþ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Å.À. Çàáðîäèíà, Ä.Ã. Êîøêàð¼â, Ì.Ä. ×óðàçîâ. Íåéòðîííûé èñòî÷íèê äëÿ
ãèáðèäíîé (Fusion+Fission) ñèñòåìû // ÂÀÍÒ, ñåðèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïå÷àòè.
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ÏÀÊÅÒ ÏÐÎÃÐÀÌÌ ËÝÃÀÊ-ÄÊ. ÌÅÒÎÄÛ ÊÎÐÐÅÊÒÈÐÎÂÊÈ
ÑÅÒÊÈ È ÏÅÐÅÑ×ÅÒÀ ÂÅËÈ×ÈÍ ÍÀ ÝÉËÅÐÎÂÎÌ ÝÒÀÏÅ

Äüÿíîâ Ä.Þ.1, Êóêàíîâ Ñ.Ñ.2, Ìûøêèíà È.Þ.1, Ðåçâîâà Ò.Â.1, Ðå÷êèí Â.Í.2,
Ðÿáîâ À.À.2, Ñèìîíîâ Ã.Ï.1, Ñïèðèäîíîâ Â.Ô.1, Öèáåðåâ Ê.Â.1

1 ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ÈÒÌÔ, Ñàðîâ
2 Ñàðîâñêèé èíæåíåðíûé öåíòð, Ñàðîâ

Â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÝÃÀÊ-ÄÊ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ðàñùåïëåíèå íà ëàãðàíæåâ è ýéëåðîâ ýòàïû. Íà ëàãðàí-
æåâîì ýòàïå óçëû ñåòêè äâèæóòñÿ âìåñòå ñ âåùåñòâîì, è ïðè èíòåíñèâíûõ òå-
÷åíèÿõ êà÷åñòâî ñåòêè ìîæåò çàìåòíî óõóäøàòüñÿ. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ ïðèåìëå-
ìûõ ñâîéñòâ ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ ýéëåðîâ ýòàï, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïðîöåäóðû
êîððåêòèðîâêè ñåòêè (ñîãëàñíî çàäàííûì êðèòåðèÿì) è ïåðåñ÷åòà âåëè÷èí ñ
ëàãðàíæåâîé ñåòêè íà îòêîððåêòèðîâàííóþ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû
êîððåêòèðîâêè ñåòêè ñîâìåñòíî ñ êðèòåðèÿìè âûáîðà "ïëîõèõ"ÿ÷ååê è ÷èñëåí-
íûå ñõåìû ïåðåñ÷åòà âåëè÷èí íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, ðåàëèçîâàííûå
â ìåòîäèêå ËÝÃÀÊ-ÄÊ. Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ è âàëèäàöèÿ ðåàëèçîâàííûõ
àëãîðèòìîâ íà ðÿäå çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ
èç íèõ ïðåäñòàâëåíû â äàííîé ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00807à).

ÌÅÒÎÄÛ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÂÛÑÎÊÎÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
Æóêîâ Â.Ò., Ôåîäîðèòîâà Î.Á.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì.Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìîäåëèðîâàíèå ìèøåíåé òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà îñíîâàíî íà îïèñàíèè ãàçîäè-
íàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îäíî- èëè òðåõòåìïåðàòóðíîì ïðèáëèæåíèÿõ (Í3Ò, [1])
ñ ó÷åòîì òåðìîÿäåðíûõ è íåéòðîííî-ÿäåðíûõ ðåàêöèé. Áàçîâûì ýëåìåíòîì Í3Ò
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì [2] ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû íåñòàöè-
îíàðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû ñ ïîäâèæ-
íûìè ãðàíèöàìè. Äëÿ ðàñ÷åòîâ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ àâòîðàìè äàííîé ðàáîòû
ïîñòðîåíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäí-
ñòè (èëè òðåõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå òðåõòåìïåðàòóðíîé ìîäåëè), ñîãëàñîâàííàÿ ñ
ãàçîäèíàìè÷åñêèì ýòàïîì. Ñî âðåìåíè ïåðâûõ ïóáëèêàöèé íàêîïëåí îïûò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ñõåì, îáåñïå÷èâøèõ ýôôåêòèâíîå ôóíêöèîíèðîâà-
íèå êîäà H3T íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ. Â äàííîé ðàáîòå ñèñòåìàòèçèðî-
âàíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ðàçðàáîòàííûõ ñõåìàõ è óñëîâèÿõ èõ èñïîëüçîâàíèÿ.
Ïðèíöèïû äèñêðåòèçàöèè íîñÿò äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð è ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷.
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Çäåñü âåäåòñÿ èçëîæåíèå äëÿ ñëó÷àÿ íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòîê ñ êðèâîëèíåé-
íûìè ÿ÷åéêàìè ÷åòûðåõóãîëüíîé ôîðìû, à ñåòî÷íûå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ çà-
äàííûìè â öåíòðàõ ÿ÷ååê. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó çàïèñûâàåòñÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåïëà äëÿ êàæäîé ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè. Ïîòîêè òåïëà íà ñòîðîíàõ
(ðåáðàõ) ÿ÷ååê íàõîäÿòñÿ èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé ñåòî÷íîé ôóíêöèè (òåìïåðà-
òóðû èëè å¼ ñòåïåíè) íà ëîêàëüíîì øàáëîíå óçëîâ. Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â êâàäðàòè÷íîì áàçèñå â ëîêàëüíîé êðèâîëè-
íåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ
óçëîâ øàáëîíà ðåáðà, ÷òî âìåñòå ñ àïïðîêñèìàöèåé ðåáåð äóãàìè îêðóæíîñòåé
îáåñïå÷èâàåò ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ñèììåòðèè ðåøåíèé. Ïðè íàëè÷èè ó ñåòêè
òîé èëè èíîé ñèììåòðèè êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íåïðåðûâíî ïåðå-
õîäèò â ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó èëè ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Äëÿ ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ñèñòåìû òðåõ äèñêðåòíûõ óðàâíå-

íèé òåïëîïðîâîäíîñòè (èëè îäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîòåìïåðàòóðíîé ìî-
äåëè) èñïîëüçóåòñÿ ÿâíî-èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ËÈ-Ì ñ ÷åáûøåâñêèìè ïàðàìåò-
ðàìè. Ýòà ñõåìà îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ ôàêòè÷åñêóþ òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîå
ôóíêöèîíèðîâàíèå íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ (ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå
ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè). Êîíñòðóêöèÿ ñõåìû ËÈ-Ì ïîçâîëÿåò ëåãêî
âêëþ÷èòü ðàñ÷åò òåïëîïðîâîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ. Â èòîãå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîõðàíåíèå áàëàíñà òåïëà äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè
ñåòêè, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî ïðè ðàñ÷åòàõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ïðîöåññîâ. Ñõå-
ìà ËÈ-Ì âîçíèêëà êàê ðàçâèòèå ñõåìû, ïðåäëîæåííîé Â.Î. Ëóêóöèåâñêèì è
Î.Â. Ëóêóöèåâñêèì. Êàæäûé èç âíóòðåííèõ øàãîâ (íàçûâàåìûé äëÿ óäîáñòâà
èòåðàöèåé) ñõåìû ËÈ-Ì ýêâèâàëåíòåí ÿâíîé ñõåìå ñ÷åòà è ïîýòîìó èäåàëüíî
ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Åñëè ôîðìàëüíî èñêëþ÷èòü âíóòðåííèå èòåðàöèè, òî ñõå-
ìó ËÈ-Ì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ óâåëè÷åííûì â p
ðàç øàáëîíîì óçëîâ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî p � êðàòíîå óâåëè÷åíèå øàáëîíà äàåò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü
øàã ñ÷åòà ïî âðåìåíè â p2 ðàç. Ñõåìà ËÈ-Ì ìîæåò èìåòü áîëåå øèðîêèå ïðè-
ëîæåíèÿ, ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå îáùèì ïðèíöèïàì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñõåìû â ñèñòåìàõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðè íàëè÷èè äèññàïàòèâíûõ
ïðîöåññîâ. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõåì ëîêàëüíûõ èòåðàöèé ïðîâåäåíî äëÿ
ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íî êàê ïîêàçûâàåò îïûò,
ñõåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ áîëåå îáùèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è
ñèñòåì.
Ãëàâíàÿ èäåÿ êîíñòðóêöèè ñõåìû ËÈ-Ì ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñòàí-

äàðòíîãî ÷åáûøåâñêîãî óñêîðåíèÿ èòåðàöèé: âûáîð ÷èñëà èòåðàöèé è èòåðàöè-
îííûõ ïàðàìåòðîâ äèêòóåòñÿ óñëîâèÿìè àïïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè, à íå
îïòèìèçàöèåé ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ê ðåøåíèþ íåÿâíîé ñõåìû. Ñõåìó ËÈ-Ì
â çàäà÷àõ ñ ãëàäêèìè ðåøåíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïðåäèêòîð, òîãäà
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ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà ËÈ-2 âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [3].
Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ñõåì ËÈ îòëè÷àþòñÿ è îò ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ

ÿâíûõ ñõåì íà îñíîâå ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíîâ ×å-
áûøåâà. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð îäíîãî èç ìåòîäîâ òàêîãî òèïà,
ïðèâîäÿùèé ê ïîòåðå òî÷íîñòè âñëåäñòâèå óõóäøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïî ïðî-
ñòðàíñòâó. Â ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ÿâíî-èòåðàöèîííûõ ñõåì îò ÿâíîé
ñõåìû, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáåñïå÷èâà-
åò òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâà ÿâíî-
èòåðàöèîííûõ ñõåì íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðèåìû, ïðèìåðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû
â äàííîé ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 08-01-00144-à,
09-01-12024-îôè-ì.
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Ïîñòàíîâêà ïðîçðà÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ÏÃÓ) íà ãëàäêèõ âíåøíèõ ãðà-
íèöàõ ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè ðàçðàáîòàíà äîñòàòî÷íî õîðîøî òåîðåòè÷åñêè è òåõ-
íîëîãè÷åñêè [1-4]. Äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðî-
ñòûìè ãðàíèöàìè (ñôåðà, îêðóæíîñòü, ïðÿìàÿ) êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ÏÃÓ
ìîãóò çà÷àñòóþ áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè [5-7]. Äëÿ çàäà÷ ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èëè ãðàíèöàìè áîëåå ñëîæíîé ôîðìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà ÏÃÓ íåîáõîäèìî ðåøèòü ÷èñëåííî îïðåäåë¼ííîå êî-
ëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ (ïîðÿäêà 10−12

è âûøå). Òàêèå ðàñ÷¼òû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òðóäî¼ìêèìè, íî â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷åííûé îïåðàòîð ÏÃÓ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûì ðåøåíèþ çàäà÷è
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âî âíåøíåé îòáðîøåííîé îáëàñòè. Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
ðàçðàáîòàíû â ðàáîòàõ [1-4].
Äëÿ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè âîïðîñ î ðàñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ

îïåðàòîðà ÏÃÓ äî ñèõ ïîð íå ðåøåí óäîâëåòâîðèòåëüíî. Ïðè÷èíà ýòîãî êðî-
åòñÿ â òîì, ÷òî íåèçâåñòíî êàê ñòàâèòü êîððåêòíî âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è âî
âíåøíåé îáëàñòè.
Íî äàæå äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â îáëàñòè ñ íåãëàä-

êèìè ãðàíèöàìè ïîñòàíîâêà ÏÃÓ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, ò.ê. â òî÷êàõ íå-
ãëàäêîñòè ãðàíèöû ìîãóò âîçíèêàòü (è âîçíèêàþò) îñîáåííîñòè â ðåøåíèè âñïî-
ìîãàòåëüíûõ çàäà÷.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèå ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè â îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Åñëè ýòî ñäåëàíî ñ ñàìîãî íà÷àëà è
åñòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòåëüíî ðàññ÷èòûâàòü ðåøåíèå
âïëîòü äî ãëàäêîé ãðàíèöû, òî çàäà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü ðåø¼ííîé. Íî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ÏÃÓ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü èìååòñÿ ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé, â êîòîðîé ðåøå-
íèå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, è äëÿ
ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè èìååòñÿ ïîäõîäÿùèé
àëãîðèòì. Òðåáóåòñÿ ïîñòàâèòü íà ãðàíèöå òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò òð¼ì òðåáîâàíèÿì. 1) Ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèè, âíîñèìàÿ ïîñòà-
íîâêîé èñêóññòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íå ïðåâûøàåò îøèáêè âû÷èñëåíèé
âíóòðè îáëàñòè. 2) Âðåìÿ ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå íå äåëàåò åãî áåññìûñ-
ëåííûì èç-çà ñëèøêîì áîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò. Åù¼ ëó÷øå, åñëè ýòî âðåìÿ
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷¼òîì ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè. 3) Àëãîðèòì ðàñ÷¼òà
ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå íå âíîñèò áîëåå æ¼ñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà øàã ïî âðåìåíè,
÷åì ýòî äåëàåò àëãîðèòì ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè. Ïðè òàêîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ìîæíî ïîãðóçèòü ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü (îáëàñòü èíòåðåñà) â îáëàñòü
áîëüøåãî ðàçìåðà ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, íî àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ âíóòðè
îáëàñòè óæå äàí è ìîæåò áûòü ïðîäèêòîâàí îñîáåííîñòÿìè çàäà÷è â ãëóáèíå îá-
ëàñòè. Âîçíèêàåò çàäà÷à î ðàñ÷¼òå ðåøåíèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé îáëàñòè ìåæäó
îáëàñòüþ èíòåðåñà è ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷¼òà ðåøåíèé âî âñïî-

ìîãàòåëüíîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé äëÿ áîëüøèíñòâà àëãîðèòìîâ âî âíóò-
ðåííåé îáëàñòè òð¼ì ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì. Ïðèâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ïðèìåðû äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè, ïîêàçûâàþùèå
ýôôåêòèâíîñòü è óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 10-01-00567.
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Â êíèãå [1] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íîâàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ êðèñòàëëèçàöèè
ìåòàëëîâ. Åå íîâèçíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ îäíî-
âðåìåííî íà íåñêîëüêèõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ, îò ìèêðî äî ìàêðî. Òàêàÿ ìî-
äåëü âîçíèêëà âñëåäñòâèå íàñòîÿòåëüíîé ïîòðåáíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè ðåàëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ãäå íåîáõîäèìà èíòåãðàëüíàÿ
êàðòèíà ÿâëåíèÿ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò äèíàìè÷åñêèå íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû,
ïðîòåêàþùèå îäíîâðåìåííî íà íåñêîëüêèõ ñòðóêòóðíûõ óðîâíÿõ (íàïðèìåð,
òåõíîëîãèÿ ïðîèçâîäñòâà ëèòûõ ëîïàòîê ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé). Â ýòîé
ñèòóàöèè ñëîæèâøèåñÿ ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ êðèñòàëëèçàöèè â îñíîâíîì
íà ìèêðîóðîâíå îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè.
Õîòÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè

óñòàíîâèòü ìíîãèå äåòàëè ÿâëåíèÿ êðèñòàëëèçàöèè ìåòàëëîâ, íî îáùåãî òåîðå-
òè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýòîì ïðîöåññå ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Îñíîâíîé ïðè÷è-
íîé òàêîãî ïîëîæåíèÿ äåë ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü èññëåäóåìîãî ôåíîìåíà, âûðà-
æàþùàÿñÿ â íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü êàê ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå íà óðîâíå
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àòîìîâ è èõ êîìïëåêñîâ (ìèêðîìàñøòàá), òàê è ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå íà ìàê-
ðîóðîâíå (ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû). Â ïðåäëàãàåìîì äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îäíîìåðíîãî âàðèàíòà ýòîé ìîäåëè.
Èññëåäóåìàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè î ïðîñòðàíñòâå êðèñòàëëè-

çóþùåãîñÿ ñïëàâà êàê î ïîðèñòîé ñðåäå, ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â êîòî-
ðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òèïà Áèî [2]. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà îáðàçîâà-
íèÿ çàðîäûøåé èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Êàíà-Õèëëàðäà [3].
Ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà åå ñõîäè-
ìîñòü. Òàêæå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ êðèñòàë-
ëèçàöèè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðâûì øàãîì â
èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ òàêîé öåëîñòíîé ðàçíîìàñøòàáíîé ìîäåëè, êðîìå òîãî,
äëÿ ðàñ÷åòîâ òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, ïîýòîìó èñ-
ñëåäóåòñÿ òîëüêî îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåòñÿ
èçó÷èòü â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ, èñïîëüçóÿ ìíîãîïðîöåññîðíûå âû÷èñëè-
òåëüíûå êîìïëåêñû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû � 09-01-12024

îôè-ì, � 09-01-00288.
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688-699.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÀÐÎÆÈÄÊÎÑÒÍÎÉ ß×ÅÉÊÅ

Èëüèí Â.Ï., Èöêîâè÷ Å.À.
Èíñòèòóò Âû÷èñëèòåëüíîé Ìàòåìàòèêè è Ìàòåìàòè÷åñêîé Ãåîôèçèêè

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èçó÷åíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ïàðîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íûì âî ìíîãèõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëü ïàðîâîãî ïóçûðüêà â íåñæèìàåìîé æèäêîñòíîé ÿ÷åéêå, íà ãðàíèöå êî-
òîðîé ìãíîâåííî ïðèëîæåíî âíåøíåå äàâëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
âêëþ÷àåò óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äâóõôàçíîé ñðåäû ñ äâèæóùåé-
ñÿ âíóòðåííåé ãðàíèöåé, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåé-
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íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îñíî-
âàíû íà äâóõóðîâíåâîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå äëÿ ðåàëèçàöèè íåÿâíûõ ñõåì
ñ êîíå÷íî-îáúåìíîé àïïðîêñèìàöèåé êðàåâîé çàäà÷è íà äèíàìè÷åñêîé ñåòêå.
Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ ìåòîäè÷åñêèõ
ïðèìåðîâ, à òàêæå ïî ìîäåëèðîâàíèþ õàðàêòåðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðè
ìíîãîîáðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00526)

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÈÑÊÀ ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ,
ÍÅÇÀÂÈÑßÙÈÉ ÎÒ ÂÈÄÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Èëüþòêî Â.Ï., Êóçüìèí Ð.Í., Ëàïîíèí Â.Ñ., Ñàâåíêîâà Í.Ï.

ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ÂÌÊ, Ìîñêâà

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ
ñîëèòîííûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.
Ïîä ñîëèòîííûì ðåøåíèåì â ðàáîòå ïîäðàçóìåâàåòñÿ óåäèíåííàÿ âîëíà, êîòî-
ðàÿ ëîêàëèçîâàíà â íåáîëüøîé îáëàñòè, áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óäàëåíèè
îò îáëàñòè ëîêàëèçàöèè, è ïðîôèëü êîòîðîé íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå äëÿ óðàâíåíèé, èìåþùèõ ñîëèòîí-

íûå ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìó èç-çà íåëèíåéíîñòè ñàìîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåèÿ, íî è ïî ïðè÷èíå ñóùåñòâîâàíèÿ êðîìå N-ñîëèòîííûõ ðåøå-
íèé è îáû÷íûõ íåñîëèòîííûõ ðåøåíèé. (Íàïðèìåð â óðàâíåíèè Êîðòåâåãà-äå
Ôðèçà)
Ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ ýâîëþöèîííî-íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèõî-

äèòñÿ ðàçðàáàòûâàòü ñâîè ðàçíîñòíûå ñõåìû, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè óðàâ-
íåíèÿ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, êîòî-
ðûé íå çàâèñèò îò âèäà íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, âõîäÿùåãî â äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, è, â ýòîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì.
Äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà äëÿ ïîèñêà ñîëèòîííûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèé : Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà, Øðåäèíãåðà, Sin-Ãîðäîíà. Ïðèâî-
äèòñÿ ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ïîèñêà ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé, îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè íîâîãî ìåòîäà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Êèâøàðü Þ.Ñ., Àãðàâàë Ã.Ï. Îïòè÷åñêèå ñîëèòîíû. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò,
2005. 522 ñ.

2. Ìèâà Ò., Äæèìáî Ì., Äàòý Ý. Ñîëèòîíû: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
ñèììåòðèè è áåñêîíå÷íûå àëãåáðû. Ìîñêâà: ÌÖÍÈÎ, 2005, 312 ñ.
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3. Äîðîõîâà Ò.Â., Ñàâåíêîâà Í.Ï., Òðîôèìîâ Â.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ñîëèòîííûõ ðåøåíèé çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà
â ñðåäå ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.// Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîð-
ìàòèêà, ñá. ô-òà ÂÌÊ, Ìîñêâà, 1999, � 2, ñ. 63�68.

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÐÀÇÐÛÂÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÃÀËÅÐÊÈÍÀ ÄËß
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÌÀÑÑÎÏÅÐÅÍÎÑÀ

Èòêèíà Í.Á.
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íîâîñèáèðñê

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà â õèìè÷åñêîì ðåàêòîðå õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðåîáëàäàíèåì êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ è íàëè÷èåì
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ìàññû, ÷òî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè ïîñòðî-
åíèè óñòîé÷èâîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ñòàíäàðòíûì íåïðåðûâíûì ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ äèñêðåòíûì àíà-

ëîãîì âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêè-
íà [1].
Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ ìîäåëè êîíâåêöèÿ-äèôôóçèÿ-ðåàêöèÿ ñîäåð-

æèò ñïåöèàëüíûå ñòàáèëèçàòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîäàâëåíèå íåôèçè÷íûõ îñ-
öèëëÿöèé ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãàåìàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò åñòå-
ñòâåíûì îáðàçîì ïîääåðæèâàòü ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íåñîãëàñîâàííûõ ñåòîê
ñ ëîêàëüíûìè ñãóùåíèÿìèè è èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ áàçèñîâ ðàçëè÷íûõ ïî-
ðÿäêîâ íà ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ.
Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñòàáèëèçàòîðîâ íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ìî-

äåëüíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè-äèôôóçèè-ðåàêöèè ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü îïòèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñõåìû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Bu�a A. , Hughes T.J.R. and Sangalli G. Analysis of a multiscale discontinuous
Galerkin method for convection-di�usion problems//SIAM Journal Numerical
Analysis. 2006. � 44. P.1420-1440.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ, ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È
ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÅ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
Êèì À.Â., Âîëîõîâà Ë.Å., Çàâîäíèêîâ Ä.Å.

Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè è Ìåõàíèêè Óðàëüñêîãî Îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé

Àêàäåìèè Íàóê, Åêàòåðèíáóðã

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû è
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ
ñ ïîñëåäåéñòâèåì íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå ÈÌÌ ÓðÎ
ÐÀÍ.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ýôôåêòîì

íàñëåäñòâåííîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåí-
òàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 08-01-00141 è 10-01-00377), ïðîãðàììîé Ïðå-
çèäèóìà ÐÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå íàóêè â ìåäèöèíå¿ (21Ï) è Óðàëî-Ñèáèðñêèì
ìåæäèñöèïëèíàðíûì ïðîåêòîì.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Êèì À.Â., Ïèìåíîâ Â.Ã. i-Ãëàäêèé àíàëèç è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ÔÄÓ. Ì.-Èæåâñê, Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. 2004.

2. Êèì À.Â., Êðàñîâñêèé À.Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-
íèå ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì. Åêàòåðèíáóðã, Èçä-âî ÓÃÒÓ. 2010.

3. Êîðäóíÿíó Ê., Êèì À.Â., Âîëîõîâà Ë.Å., Çàâîäíèêîâ Ä.Å. Ôàçîâûå ïîðòðå-
òû ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òðóäû ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ
(â ïå÷àòè).

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ È
ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÊÎÌÏÎÇÈÒÀ ÌÅÄÜ - ÌÎËÈÁÄÅÍ ÌÅÒÎÄÎÌ

ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
Êèñåëåâ Ñ.Ï.

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ðåøåíà çàäà÷à î äåôîðìàöèè è ðàçðóøå-
íèè íàíîêîìïîçèòà ìåäü - ìîëèáäåí ïðè âûñîêîñêîðîñòíîì îäíîîñíîì ðàñòÿ-
æåíèè. Íàíîêîìïîçèòû, ñîñòîÿùèå èç ìåäíîé ìàòðèöû ñ öèëèíäðè÷åñêèìè íà-
íîðàçìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èç ìîëèáäåíà, îáëàäàþò õîðîøèìè ïðîâîäÿùèìè
è ïðîòèâîýðîçèîííûìè ñâîéñòâàìè è èñïîëüçóþòñÿ â èìïóëüñíîé ñèëüíîòî÷íîé
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ýëåêòðîíèêå. Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè îíè ïîäâåðãàþòñÿ âîçäåéñòâèþ èìïóëü-
ñîâ äàâëåíèÿ, ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðî÷íîñòíûõ
ñâîéñòâ äàííîãî êîìïîçèòà.
Ìåòîäîì ÌÄ ðàññ÷èòûâàëèñü êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè âñåõ àòîìîâ, ïîñëå ÷å-

ãî íàõîäèëèñü ñðåäíèå äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â "ÿ÷åéêå". Âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó àòîìàìè â ÿ÷åéêå îïèñûâàëîñü ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷àñòè÷íîãî ÌÅÀÌ ïî-
òåíöèàëà (M. Baskes, 1992). Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ
áûë èññëåäîâàí ìåõàíèçì ðàçðóøåíèÿ è äåôîðìàöèè íàíîêîìïîçèòà è ïîêàçà-
íî, ÷òî:
Ðàçðóøåíèå êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöû íàñòóïàåò ïîñëå óïðóãîé è óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, è ïðîèñõîäèò ïóòåì çàðîæäåíèÿ è ðîñòà ïîð íà äå-
ôåêòàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Â ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîé ìåäíîé íàíî÷àñòèöå
âîçíèêíîâåíèå äåôåêòîâ ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî âî âñåì îáúåì íàíî÷àñòèöû. Â
êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöå ìåäü - ìîëèáäåí, çàðîæäåíèå è ðîñò ïîð ïðîèñõîäÿò â
ìåäíîé êîìïîíåíòå â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû,â îáëàñòÿõ ëîêàëèçîâàí-
íîé äåôîðìàöèè (â ïîëîñàõ ñäâèãà), çàðîæäàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèÿ.
Ïðî÷íîñòü êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöû ìåäü - ìîëèáäåí íèæå, ÷åì ïðî÷íîñòü ìî-
íîêðèñòàëëè÷åñêîé ìåäíîé íàíî÷àñòèöû. Ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì äåôåêòîâ â
êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöå â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû ìàòðèöà - âêëþ-
÷åíèå. Íàéäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ðàçðóøåíèÿ
êîìïîçèòíîé íàíî÷àñòèöû ìåäü - ìîëèáäåí ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00108-à), Èíòåãðàöèîííîãî
ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 40, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ãîñóäàð-
ñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë � ÍØ-4292.2008.1.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÃÀÇÀ Â
ÏÎÐØÍÅÂÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÓÑÒÀÍÎÂÊÅ

Êèñëûõ Â.Â., Êóäèìîâ Í.Ô., Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â., Ïåòðîâà Î.Â.
ÔÃÓÏ Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò

ìàøèíîñòðîåíèÿ, Êîðîëåâ

Ïîðøíåâàÿ ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ óñòàíîâêà (ÏÃÓ) îáåñïå÷èâàåò îòðàáîòêó â íà-
çåìíûõ óñëîâèÿõ, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê íàòóðíûì, íà êðóïíîìàñøòàá-
íûõ ìîäåëÿõ ðàçëè÷íûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ïåðñïåêòèâíûõ âîçäóøíî-êîñ-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîìïüþòåðîâ
ÔÃÓÏ ÖÍÈÈìàø è ÌÑÖ ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàçîäèíà-
ìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ÏÃÓ.
Ìåòîä ðàñ÷åòà ñîñòîèò èç ðåøåíèÿ 2-õ âçàèìîñâÿçàííûõ ðàçëè÷íûõ ïî ñâî-

åé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå çàäà÷: ðàñ÷åòà äèíàìèêè äâèæåíèÿ ïîðøíÿ è ðàñ÷åòà
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ãàçîäèíàìè÷åñêîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ñòâîëå ÏÃÓ. Ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ
ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàëè÷èå ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñèììåòðèè ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ó÷èòûâàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñ÷åòíîé ñåòêè.
Çàäà÷à ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íà êàæäîì

âðåìåííîì øàãå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà ñèñòåìû óðàâíåíèé:
dV/dt = S(Pb− Pp)/Mp− Fv è dx/dt = V.

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òåêóùàÿ ñêîðîñòü ïîðøíÿ V è åãî x-êîîðäè-
íàòà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ óìåíüøåíèå ñî âðåìåíåì âåëè÷èíû òîëêàþùåãî
äàâëåíèÿ Pb è òåêóùåå èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà ïîðøíå ñî ñòîðîíû ñæèìàåìîãî
èì ãàçà Pp (Mp � ìàññà ïîðøíÿ, S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïîðøíÿ, Fv � ñèëà
òðåíèÿ ïîðøíÿ î ïîâåðõíîñòü ñòâîëà ÏÃÓ).
Ðàñ÷åò ãàçîäèíàìè÷åñêîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ñòâîëå ÏÃÓ ÿâëÿåòñÿ

íåñòàíäàðòíûì, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ óñêîðÿþùåãîñÿ ïîðøíÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ëåâîé ãðàíèöåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, è íåïîäâèæíîé ïðàâîé ãðàíèöû. Îñîáåííî-
ñòüþ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ãàçîäèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ñî ñòîðîíû ïîðøíÿ, ïóòåì èñ-
êëþ÷åíèÿ èç ðàñ÷åòà ó÷àñòêà îáëàñòè, êîòîðóþ ïðîøåë ïîðøåíü. Â ðåçóëüòàòå
ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ íåïîäâèæíîé
ÏÃÓ. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ðàñ÷åò ïîòîêîâ íà ëåâîé ãðàíèöå ïðîâîäèòñÿ
â 3 ýòàïà: 1) ïðîâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ïàðàìåòðîâ â ïðèëåãàþùåé ê ïîðøíþ ÿ÷åéêå
â ìãíîâåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ïîðøíåì; 2) ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò
îòðàæåíèÿ ïîòîêà îò íåïîäâèæíîé ñòåíêè (ðàñïàä ðàçðûâà); 3) ïðîâîäèòñÿ îá-
ðàòíûé ïåðåñ÷åò ïàðàìåòðîâ â ïðèëåãàþùåé ê ïîðøíþ ÿ÷åéêå â ëàáîðàòîðíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûé ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ãàçà
â ÿ÷åéêàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïî âûáðàííîìó ÷èñëåííîìó ìåòîäó.
Ïàðàëëåëèçì îñíîâàí íà ðàñ÷ëåíåíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäà÷è ãàçîäèíàìè-

êè ïî ïàðàëëåëüíûì êàíàëàì â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ÏÃÓ. Ïðè ýòîì íà
êàæäîì ïàðàëëåëüíîì êàíàëå ðåøàþòñÿ îáå âûøåóêàçàííûõ çàäà÷è.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �09-08-12057

ÎÔÈì, Ðîñíàóêè, ïðîåêò 02.740.11.0204 è ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ ÌÑÖ.
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ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÍÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß,
ÑÂßÇÀÍÍÀß Ñ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅÌ ÃÐÝÄÀ�ØÀÔÐÀÍÎÂÀ

Êîñòîìàðîâ Ä.Ï.
Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Â 50-å ãîäû XX âåêà, êîãäà òîëüêî íà÷èíàëèñü ðàáîòû ïî ïðîáëåìå óïðàâ-
ëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà, áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Ãðýäà�Øàôðàíîâà,
îïèñûâàþùåå ðàâíîâåñèå òîðîèäàëüíîãî ïëàçìåííîãî øíóðà [1]. Ýòî ýëëèïòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåéíîñòüþ â íåäèôôåðåíöèàëüíûõ ÷ëåíàõ.
Â 60�70-å ãîäû ìàòåìàòèêè íà÷àëè èçó÷àòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2, 3]. Ïî-
òîì äâà íàó÷íûõ íàïðàâëåíèÿ ïåðåñåêëèñü: ìåòîäû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ
â ôèçèêå ïëàçìû [4, 5].
Â äîêëàäå ìû óïðîùàåì êâàçèëèíåéíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, çàìåíÿÿ ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð îïåðàòîðîì äâóêðàò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî îäíîé ïåðåìåííîé, è ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå çàäà÷ó
äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îäíîìåðíóþ çàäà÷ó óäàåò-
ñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü â êâàäðàòóðàõ. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ôîðìó
îòâåòà, ýòî ïîçâîëÿåò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ïîíÿòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè
çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äåâÿòü âàðèàíòîâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ íåëèíåé-
íîñòü â óðàâíåíèè: ñðåäè íèõ ìîíîòîííûå ôóíêöèè è íåìîíîòîííûå ôóíêöèè
ñ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà
è êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ñëàáî çàâèñÿò
îò åå ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó òàêîé ïðîñìîòð ïîçâîëÿåò îòîáðàòü âàðèàíòû, íàè-
áîëåå èíòåðåñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ïëàçìû è ïåðåéòè ê èõ äåòàëüíîìó
èññëåäîâàíèþ â ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ [6].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííûõ êîíòðàêòîâ Ï-958 îò 20 àâãó-
ñòà 2009 ãîäà è � 02.740.11.0196 ïî ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå
êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ è ïðîåêòà 08-01-00721 Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Øàôðàíîâ Â.Ä. ÆÝÒÔ. 1957. Ò. 33. N. 3. Ñ. 710�722.

2. Ïîõîæàåâ Ñ.È. ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1965. Ò. 165. N. 1. Ñ. 36�39.

3. Lions P.L. SIAM Review. 1982. Ò. 24. N. 4. Ñ. 441�467.

4. Temam R. Comm. Part. Di�. Eq. 1976. Ò. 2. Ñ. 583�585.

5. Lackner K. Comput. Phys. Comm. 1976. Ò. 12. N. 1. Ñ. 33�44.



46

6. Êîñòîìàðîâ Ä.Ï., Ìåäâåäåâ Ñ.Þ., Ñû÷óãîâ Ä.Þ. Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå.
2008. Ò. 20. N. 5. Ñ. 3�34.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

ÌÛËÜÍÎÃÎ ÏÓÇÛÐß
Êóçüìèí Ð.Í., Ñàâåíêîâà Í.Ï., Ñêëàä÷èêîâ Ñ.À.

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è

êèáåðíåòèêè, Ìîñêâà

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàòåëÿìè èç Öåíòðà ðàäèîâîëí è ìîëåêóëÿðíîé îïòèêè
(Centre de Physique Moleculaire Optique et Hertzienne, CPMOH) â Áîðäî (Ôðàí-
öèÿ), êîòîðûå îáíàðóæèëè, ÷òî âèõðè, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñîçäàííûå â
ìûëüíûõ ïóçûðÿõ, âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî áîëåå ìàñøòàáíûì àòìîñôåðíûì ÿâ-
ëåíèÿì, òàêèì êàê öèêëîíû è óðàãàíû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîìîäåëèðîâàòü
ôàêòîðû, óïðàâëÿþùèå òðàåêòîðèåé èõ ïîâåäåíèÿ. Ñóòü ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî èññëåäîâàòåëè íàãðåâàþò ìûëüíûé ïóçûðü ïî ýêâàòîðó â ðåçóëüòàòå
÷åãî íà åãî ïîâåðõíîñòè îáðàçóåòñÿ âèõðåâîå äâèæåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â îñíîâå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
ðàñòå÷åíèè æèäêîñòè ïî âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå ïðîâîäèòüñÿ îòäåëüíî äëÿ âåðõíåé è äëÿ íèæíåé ÷àñòåé ñôåðû �ñêëååííûõ�
ïîñåðåäèíå íà îñíîâå òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèå èõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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144501 (7 April 2008).
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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÝÉËÅÐÎÂÀ ÝÒÀÏÀ ÌÅÒÎÄÀ ÊÐÓÏÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÎÃÎ ÐÀÑÏÀÄÀ

ÐÀÇÐÛÂÀ
Êóëèêîâ È.Ì.

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ

ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ìåòîä êðóïíûõ ÷àñòèö ðàíåå ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé áåç ó÷¼òà ãðàâèòàöèè, íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ [1, 2] ñòàë èñïîëüçîâàòü-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷è-
âàåò àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:
ýéëåðîâ, íà êîòîðîì óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ðåøàþòñÿ áåç êîíâåêòèâíûõ
÷ëåíîâ, è ëàãðàíæåâ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãàçîäèíà-
ìè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Ðàññìîòðåí îäèí èç ñïîñîáîâ ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå

ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî íà âñåõ ãðàíèöàõ ðàñ÷¼òíûõ ÿ÷ååê ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýéëåðîâà ýòàïà:
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ãäå v � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ρ � ïëîòíîñòü,
èíäåêñû L èR� ïîëîæåíèå ÿ÷ååê (ëåâàÿ/ïðàâàÿ). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò
òî÷íîå ðåøåíèå íà ãðàíèöå ðàçðûâà, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê.
Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ìîäåëèðîâàòü âîçíèêàþùèå

óäàðíûå âîëíû â çàäà÷å ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00615),
Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà � 103, Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2009 - 2013 ãîä¿ (êîí-
òðàêò Ï1246).
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ÏÐÎÁËÅÌÀ ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ
ÐÅØÅÍÈÉ Â ÇÀÄÀ×Å ÐÀÇËÅÒÀ ÃÀÇÎÂÎÃÎ ØÀÐÀ Â ÂÀÊÓÓÌ

Ëàçàðåâà Ã.Ã.
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè

Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû
�Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009 - 2013
ãîäû, ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò Ï1246 îò 27 àâãóñòà 2009 ãîäà, ïðè ïîääåðæêå
ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 08-01-00615-à è ÈÏ ÑÎ ÐÀÍ � 103.
Â äîêëàäå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿ ðåøåíèé â çàäà÷å ðàçëåòà ãàçîâîãî øàðà â âàêóóì
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ ïîêà-
çûâàåò, ÷òî íåèíâàðèàíòíîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé, äîïóñêàåìûõ èñõîäíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè-
âîäèò ê íåæåëàòåëüíûì ñ÷åòíûì ýôôåêòàì, ñóùåñòâåííî èñêàæàþùèì êàð-
òèíó èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Íà ïðèìåðå çàäà÷è ðàçëåòà ãàçîâîãî
øàðà â âàêóóì ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü øèðîêî ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ, àíàëèçà ñâîéñòâ è êëàññèôèêàöèè
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíîé îòíî-
ñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿ ñõåìû, ïîëó÷åííîé ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-
òîâ çàäà÷è ðàçëåòà ãàçîâîãî øàðà â âàêóóì ïîêàçàë áåññïîðíîå ïðåèìóùåñòâî
èñïîëüçîâàíèÿ èíâàðèàíòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìàìè, êàê
ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Åñëè ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïåðå-
äàþò îñåâóþ ñèììåòðèþ ðåøåíèÿ òîëüêî íà ÷ðåçâû÷àéíî ïîäðîáíûõ ñåòêàõ,
òî ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà õîðîøî ïåðåäàþò õàðàêòåð ðåøåíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
íà ãðóáûõ ñåòêàõ ðåøåíèå èñêàæàåòñÿ è â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñõåìû âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Êîíå÷íî, âîçìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ñõåìó. Ïðè ýòîì, íàðÿäó ñ
ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèåì àëãîðèòìà, èäåàëüíîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷èòü íåâîç-
ìîæíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ìîäèôèêàöèè ïðèâåäåí âàðèàíò àëãîðèòìà
ðàñ÷åòà ïåðåíîñà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ñõåìå êðóïíûõ ÷àñòèö. Â îòëè÷èå
îò ðàññìîòðåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, äàæå íà ñàìûõ ãðóáûõ ñåòêàõ ïåðåäàåò îñåâóþ
ñèììåòðèþ ðåøåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòíîé ñõåìû, ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷àòü âåðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðàâíîìåðíûõ íåäèíàìè÷åñêèõ ãðóáûõ ñåòêàõ.
Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîèñêà ýôôåê-
òèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ àñòðî-
ôèçèêè.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÏÐÎÔÈËß ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ ÑÎ ÑÒÅÍÊÎÉ Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ
Ëèïíèöêèé Þ.Ì., Ïàíàñåíêî À.Â.

Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìàøèíîñòðîåíèÿ,

Êîðîëåâ, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ñ÷èòàåòñÿ îáùåïðèíÿ-
òûì èñïîëüçîâàíèå çàêîíà Ôóðüå. Âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñðåäû
ñ ðåëàêñàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ãàçå [1, 2]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â óðàâíåíèÿõ Íàâüå-Ñòîêñà (â óðàâíåíèè ýíåðãèè) ïðè
îïðåäåëåíèè óäåëüíîãî òåïëîâîãî ïîòîêà q âìåñòî çàêîíà Ôóðüå âûðàæåíèå

âèäà q = −k∂T
∂x

− τg
∂q
∂t
. Çäåñü k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, T � òåì-

ïåðàòóðà, x � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ, τg � ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà,
îòðàæàþùàÿ êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà.
Ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîôèëÿ óäàðíîé

âîëíû ñ òåïëîïðîâîäíîé ñòåíêîé ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèîííûõ ýôôåêòîâ â ïîñòà-
íîâêå [3]. ×èñëåííîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå ðåøåíèå óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà â ãàçîâîé ôàçå è óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â òâåðäîì
òåëå (â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëèñü ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ æåëåçà). Â êà÷å-
ñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ãàç-ñòåíêà ïðèíèìàëîñü óñëîâèå ðàâåíñòâà
òåïëîâûõ ïîòîêîâ ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåëàêñàöèè â ãàçîâîé è
òâåðäîé ôàçàõ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ áûëè âûáðàíû ïàðàìåòðû â
íåâîçìóùåííîé ãàçîâîé ôàçå ñ ó÷åòîì îòñóòñòâèÿ õàðàêòåðíîãî ëèíåéíîãî ðàç-
ìåðà ïðè ôîðìèðîâàíèè â íåé ïðîôèëÿ óäàðíîé âîëíû (÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re
= 1).
Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âëèÿíèå ðåëàêñàöèîííûõ ýôôåêòîâ

ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ â õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû â òâåð-
äîì òåëå. Ïðè óñèëåíèè ðåëàêñàöèîííûõ ýôôåêòîâ â íåñòàöèîíàðíîì ïðîôèëå
òåìïåðàòóðû, çà ñ÷åò ýôôåêòîâ çàïàçäûâàíèÿ
Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû, ÷òî íàëè÷èå ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ ïðèâîäèò ïðè

ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëîâîãî ïîòîêà â òâåðäîì òåëå ê ðàçëè÷íîìó âèäó ìãíîâåí-
íûõ ïðîôèëåé òåïëîâîãî ïîòîêà. Âîçðàñòàíèå ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ ñðåäû
ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ â íåé ÿðêî âûðàæåííîãî òåïëîâîãî ôðîíòà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 08-08-00414,

Ðîñíàóêè, ïðîåêò 02.740.11.0204 è ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ
ÌÑÖ.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÍÑÇÂÓÊÎÂÛÕ
ÎÒÐÛÂÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

Ëóöêèé À.Å.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìåòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðè çàïóñêå ñîâðåìåííûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðà-
êåòû-íîñèòåëè ñ íàäêàëèáåðíûìè ãîëîâíûìè ÷àñòÿìè. Ñâîéñòâà òå÷åíèé îêîëî
òàêèõ îáúåêòîâ, îñîáåííî íà òðàíñçâóêîâûõ ðåæèìàõ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíû-
ìè è èññëåäîâàíû ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äàëåêî íå â ïîëíîì îáúåìå. Â ðàáîòàõ
[1-4] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ
â ÔÃÓÏ ÖÍÈÈÌÀØ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òðàíñçâóêîâîé ïåðåñòðîéêå òå-
÷åíèÿ âåëè÷èíà íåñòàöèîíàðíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ñóùåñòâåííî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ðåæèì õàðàêòåðèçóåòñÿ êà÷åñòâåííûìè èçìå-
íåíèÿìè ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ îò îäíîãî îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ê
äðóãîìó, íàëè÷èåì àýðîäèíàìè÷åñêîãî ãèñòåðåçèñà. Ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà Ìà-
õà îò M ∼ 0.8 äî Ì ∼ 1.1 ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ: ðàçìåðû è ðàñïîëîæåíèå îáëà-
ñòåé îòðûâà è âíóòðåííèõ ñâåðõçâóêîâûõ îáëàñòåé, ïîëîæåíèå è èíòåíñèâíîñòü
âíóòðåííèõ ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ - ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ.
×èñëåííîå èññëåäîâàíèå òàêèõ òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé

êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îò-
ìå÷åííûå ñâîéñòâà òå÷åíèÿ îïðåäåëÿþò ñëîæíîñòü çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê èñïîëüçóåìûì àëãîðèòìàì.
Ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñîñòîèò èç íîñîâîé ÷àñòè ñòåïåííîé

ôîðìû, êîòîðàÿ ñîïðÿæåíà ñ öèëèíäðè÷åñêèì ó÷àñòêîì. Öèëèíäðè÷åñêèé ó÷à-
ñòîê çàêàí÷èâàåòñÿ îáðàòíûì êîíóñîì, çà êîòîðûì ñëåäóåò êîðìîâàÿ öèëèí-
äðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ìåíüøåãî ðàäèóñà. Íàëè÷èå óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ ïî-
âåðõíîñòè îïðåäåëÿþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ: îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ
è âîçìîæíûé îòðûâ ïîòîêà çà ëèíèåé ñîïðÿæåíèÿ íîñîâîé è öèëèíäðè÷åñêîé
÷àñòåé, ôîðìèðîâàíèå âíóòðåííåé ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè, çàìûêàþùåéñÿ óäàð-
íîé âîëíîé, êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íà öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè. Íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè ñ îáðàòíûì êîíó-
ñîì, êàê ïðàâèëî, ôîðìèðóåòñÿ îòðûâíàÿ îáëàñòü, íàä êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ
óäàðíàÿ âîëíà - ðèñ.1.
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Ðèñ. 1: Ì = 0.95. Èçîëèíèè äàâëåíèÿ è ëèíèè òîêà â îáëàñòè îòðûâà. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ìîäåëè.

Ðàñ÷åòû îñåñèììåòðè÷íîãî îáòåêàíèÿ ìîäåëè áûëè âûïîëíåíû äëÿ ÷èñåë
Ìàõà íàáåãàþùåãî ïîòîêà Ì = 0.82, 0.90, 0.95, 1.1 ïðè ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà
Re=U∞D/ν∞ ∼ 3*106 (D - äèàìåòð ìîäåëè). Â ðàñ÷åòàõ áûëè ïîëó÷åíû
îñíîâíûå ýëåìåíòû òðàíñçâóêîâîé ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
Ìàõà íàáåãàþùåãî ïîòîêà: óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ âíóòðåííåé ñâåðõçâóêîâîé îá-
ëàñòè, áåçîòðûâíîå âçàèìîäåéñòâèå çàìûêàþùåãî ñêà÷êà ñ òóðáóëåíòíûì ïî-
ãðàíè÷íûì ñëîåì, ôîðìèðîâàíèå îòðûâíîé îáëàñòè íàä îáðàòíûì êîíóñîì.
Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ìîäå-
ëåé óðàâíåíèé Ýéëåðà, Íàâüå-Ñòîêñà (íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñî ñïîíòàííû-
ìè îòðûâàìè ñ öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè) è îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé Ðåéíîëüäñà
ñ ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè Ñïàëàðòà-Àëëìàðàñà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè [1-4]. Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ìîäåëè Ñïàëàðòà-Àëëìàðàñà, ðåàëèçóþùèå
ïîäõîä DES (ìåòîä îòñîåäèíåííûõ âèõðåé) [6].
Äëÿ Ì=0.95, 1.1 ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå îáòåêàíèÿ ïîä óãëîì àòàêè α = 6�

- ðèñ. 2. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â ðàìêàõ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà DES ñ ìîäåëüþ
Áîëäóèíà-Ëîìàêñà âáëèçè òåëà ñ ïåðåõîäîì íà ìîäåëü Ñìàãîðèíñêîãî. Ïðîâå-
äåíî ñîïîñòàâëåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Ðèñ. 2: Ì = 0.95, α = 6�. Èçîëèíèè äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ìîäåëè.
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Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðåìàñøòàáèðîâàíèÿ â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ
ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè. Ñîâðåìåííûå èçìåðåíèÿ ïðèâîäÿò ê âñå áîëåå òî÷-
íûì ìîäåëÿì, ñîäåðæàùèì ïîäðîáíûå ðàñ÷åòíûå ñåòêè. Äëÿ ðàñ÷åòà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îáû÷íûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ðåìàñ-
øòàáèðîâàíèÿ, òî åñòü óêðóïíåíèÿ ÿ÷ååê çà ñ÷åò èõ îáúåäèíåíèÿ êàê ïî âåðòè-
êàëè, òàê è ïî ëàòåðàëè, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî êîððåêòíî ïðîèçâåñòè îñðåäíåíèå
èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, çàäàííûõ â ÿ÷åéêàõ.
Òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåìà, îáúåìà êîëëåêòî-

ðà è ïîðîâîãî îáúåìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò â ïðîöåäóðå ðåìàñøòàáèðîâàíèÿ
ìåòîäû è âåñà ïðè îñðåäíåíèè ïîëåé ïåñ÷àíèñòîñòè è ïîðèñòîñòè.
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Îñðåäíåíèå àáñîëþòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè îñíîâàíî íà
èñïîëüçîâàíèè ðàâåíñòâà ïîòîêîâ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ îäíîôàçíîé ôèëü-
òðàöèè [1]. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðàâåí-
ñòâà ïîòîêîâ ïðèâîäèò ê íåñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó ïðîíèöàåìîñòè [2]. Ïîýòîìó
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ðàâåíñòâà äèññèïàòèâíîé ýíåðãèè [3]. Äëÿ
êàæäîé ãðóáîé ÿ÷åéêè èñïîëüçóþòñÿ áàçèñíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå èç ðå-
øåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåð-
âîãî ðîäà. Äàííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íà ðàçðûâàõ è ïîçâîëÿþò
àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèÿ äëÿ ÿ÷åéêè ãðóáîé ñåòêè ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé
ñî âòîðûì ïîðÿäêîì. Âû÷èñëåííûé íà ëèíåéíîé îáîëî÷êå áàçèñíûõ ôóíêöèé
èíòåãðàë ýíåðãèè ïðèðàâíèâàåòñÿ ðàçíîñòíîìó, ïîñòðîåííîìó íà îñíîâå êîì-
ïîíåíò áèëèíåéíîé ôîðìû, àíàëîãè÷íî ìåòîäó îïîðíûõ îïåðàòîðîâ. Äàííûå
êîìïîíåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýô-
ôåêòèâíîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì
êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ, ðåøàÿ êîòîðóþ
íàõîäèì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð.
Ñëåäóåò îòìåòèòü îñîáåííîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè îñðåäíåíèè ïî ëàòåðàëè:

ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå ïðîíèöàåìîñòè ïðè îáúåäèíåíèè íåñêîëüêèõ ÿ÷ååê ïî
äâóì íàïðàâëåíèÿì â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ìåë-
êîé ñåòêå, ïðèòîì ÷òî ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîëó÷åííûì òàêèì
îáðàçîì êîýôôèöèåíòîì ìîæåò íå îïèñûâàòü ðåøåíèå ñ èñõîäíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì [4]. Òàêæå ñëåäóåò ó÷åñòü íàëè÷èå íåïðîíèöàåìûõ çîí â ïîðîäå, ïðèâîäÿ-
ùèõ ê ïîÿâëåíèþ íåàêòèâíûõ ÿ÷ååê ñåòêè. Äëÿ îáúåäèíåíèè ïî ëàòåðàëè ïðåä-
ëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû,
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, â êîòî-
ðîé ïðîâîäèìîñòü èãðàåò ðîëü ïðîíèöàåìîñòè [5]. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ìåòîä
åñòåñòâåííî ó÷èòûâàåò ðàñïðåäåëåíèå àêòèâíûõ ÿ÷ååê.
Îáúåäèíåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêè íåñâÿçíûõ ÿ÷ååê, ÷àñòî âîçíèêàþùåå ïðè

ñòàíäàðòíîì ðàâíîìåðíîì óêðóïíåíèè, ïðèâîäèò ê âîçìîæíîìó èçìåíåíèþ íà-
ïðàâëåíèÿ ôèëüòðàöèè, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ìîæåò çíà÷èòåëüíî èñêàçèòü õà-
ðàêòåð äîáû÷è, îñîáåííî â ñëó÷àå ñîâìåñòíîé ðàçðàáîòêè ãèäðîäèíàìè÷åñêè
íåñâÿçàííûõ ïðîïëàñòêîâ.
Ïðåäëîæåíî ïðè âåðòèêàëüíîì ðåìàñøòàáèðîâàíèè ðàññìàòðèâàòü íåðàâíî-

ìåðíîå îáúåäèíåíèå, îñíîâíûì êðèòåðèåì ïðè êîòîðîì áóäåò îãðàíè÷åíèå íà
íîâîå ÷èñëî ñëîåâ è îáúåäèíåíèå òîëüêî àêòèâíûõ ÿ÷ååê. Ïðè íåçàâèñèìîì
îáúåäèíåíèè ÿ÷ååê â êàæäîì ñòîëáöå ìîæåò íàðóøèòüñÿ ñòûêîâàííîñòü ñåòêè:
íåñòûêîâàííûå ñåòêè, ïîìèìî ñëîæíîñòåé ñ àïïðîêñèìàöèåé, íàðóøàþò ñòðóê-
òóðèðîâàííîñòü ìàòðèöû, âîçíèêàþùåé ïðè ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòûêîâàííîé óêðóïíåííîé ñåòêè ïðè îäíîâðåìåííîì ñîõðà-

íåíèè òîïîëîãèè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäëîæåí ìåòîä íà îñíîâå ñèñòåìû
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ìåòîê íà âåðòèêàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ñåòêè. Ïðè îáúåäèíåíèè ïî íåñêîëüêî
ÿ÷ååê â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñåòêà ïîëó÷àåòñÿ ñòûêîâàííàÿ, à îñîáûå ñëó÷àè,
êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè ñëèøêîì ãðóáîì îñðåäíåíèè, èñïðàâëÿþòñÿ èç-
ìåíåíèåì ãåîìåòðèè îáúåäèíåííîé ÿ÷åéêè.
Îñîáåííîñòüþ ìíîãîôàçíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îòíîñèòåëüíûõ ôàçîâûõ

ïðîíèöàåìîñòåé � ìíîæèòåëåé íà àáñîëþòíóþ ïðîíèöàåìîñòü â çàâèñèìîñòè
îò íàñûùåííîñòè ôàçû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê ðÿäó ñïåöèôè÷åñêèõ
ýôôåêòîâ, õàðàêòåðíûõ èìåííî äëÿ ìíîãîôàçíûõ çàäà÷. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëó-
æèòü êèíæàëüíûé ïðîðûâ âîäû ïî âûñîêîïðîíèöàåìîìó ïðîïëàñòêó. Äðóãîé
îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ñåãðåãàöèÿ èç-çà ðàçëè÷èÿ ïëîòíîñòåé
ôëþèäîâ. Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ó÷åòà îïèñàííûõ âûøå îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ
ââåäåíèå ïñåâäî-ôóíêöèé [6]. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ ýôôåê-
òèâíîé îòíîñèòåëüíîé ôàçîâîé ïðîíèöàåìîñòè, ïîêàçàíà èõ ïðèìåíèìîñòü íà
òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ çàäà÷àõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00823).
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Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû îáîáùåíèÿ è ïðèìåíèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì.
Â êà÷åñòâå òàêîé çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ áûëà âûáðàíà çàäà÷à îäíîôàçíîé

ôèëüòðàöèè ãàçà, âêëþ÷àþùàÿ çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè, âÿçêîñòè, ïëîòíîñòè îò
äàâëåíèÿ, à òàêæå íàëè÷èå èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ. Ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü
îáóñëîâëèâàåòñÿ áîëüøåé ñæèìàåìîñòüþ ãàçîâîé ôàçû ïî ñðàâíåíèþ ñ íåôòÿ-
íîé è âîäÿíîé ôàçàìè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìåòîäà, ñ êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ïî òî÷íîñòè è âðåìåíè ðàñ÷åòà, âûáðàíû ñòàíäàðòíûé ìåòîä Íüþòî-
íà è ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ).
Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (íàçûâàåìîãî

òàêæå ìåòîäîì ìóëüòèãðèä) ê íåëèíåéíîé çàäà÷å. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ðàñùåïëå-
íèå íà ìåòîä Íüþòîíà è ðåøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì ìóëüòèãðèäà íà êàæäîì øàãå
íåëèíåéíûõ èòåðàöèé, âî-âòîðûõ, ìîäèôèêàöèÿ ìóëüòèãðèäà äëÿ ó÷åòà íåëè-
íåéíîñòè óðàâíåíèÿ [1], òàêàÿ ÷òî ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ èòåðàöèé
íå òðåáóåòñÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíà ýôôåêòèâíîñòü ñòàíäàðòíûõ V-öèêëîâ è W-

öèêëîâ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, à òàêæå ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (Full
Multi-Grid, FMG) [2]. Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðÿìîì èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Àíàëîãîì V-öèêëà
â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñõåìà ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè (Full Approximation Scheme,
FAS), â êîòîðîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì ïîÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûå
ðàçëè÷èÿ â ñãëàæèâàíèÿ è êîððåêöèè ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàíèÿ èñ-
ïîëüçîâàí íåëèíåéíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Êàê îáîáùåíèå ïîëíîãî ëèíåéíî-
ãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, ðàññìîòðåí íåëèíåéíûé àíàëîã ìåòîäà FMG. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷åíî, ÷òî íàèáîëüøåå óñêîðåíèå ïðè îäèíàêîâîé òî÷íîñòè äàë
ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (FMG), ïðèìåíåííûé ê ëèíåàðèçîâàííîé çàäà-
÷å, êîòîðîìó íåñêîëüêî óñòóïàåò ïî ñêîðîñòè íåëèíåéíûé FMG, ïðèòîì ÷òî â
öåëîì ýòè ìåòîäû ïðåâçîøëè îñíîâíîé ìåòîä.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00823).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Å. Í. Ñòàíêîâà, Ì. À. Çàòåâàõèí, Ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû. Ââåäåíèå â
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû. 2003. � http://www.csa.ru/�stan/multigrid/index.html
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2. Þ. Â. Âàñèëåâñêèé, Ì. À. Îëüøàíñêèé, Êðàòêèé êóðñ ïî ìíîãîñåòî÷íûì
ìåòîäàì è ìåòîäàì äåêîìïîçèöèè îáëàñòè. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 2007.

ÀÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÅ ÎÁÒÅÊÀÍÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÒÅË
Ìàêñèìîâ Ô.À.

Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâûõ
òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà îêîëî òåë ñ ãîëîâíîé ÷àñòüþ â âèäå îñòðîãî êîíóñà. Ðàñ-
ñìîòðåíû òðè ãåîìåòðèè: êîíóñ + öèëèíäð; êîíóñ ñ äîííûì ñðåçîì; êîíóñ +
öèëèíäð ñ ðàñïîëîæåíèåì àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â êîðìîâîé ÷àñòè.
Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî ñëîÿ. Ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ñåòîê, îáùåé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå êîîðäèíàòíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà, è ñãóùåíèå óçëîâ
ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Òå÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà îêîëî ãîëîâíîé
÷àñòè îáðàçóåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ è àñèììåòðè÷íàÿ êàðòèíû âèõðåâîãî òå÷åíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå âèõðåâîé ñèñòåìû âíèç ïî ïîòîêó, ïîëó÷åíà îöåíêà
àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è ìîìåíòîâ â óñëîâèÿõ ñèììåòðè÷íîãî è àñèììåòðè÷íîãî
îáòåêàíèÿ.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé

ñèñòåìû. Ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé è ïåðñïåêòèâû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîïðîöåññîðíûõ êîìïüþòåðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �09-01-00296-
à). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ÌÂÑ-100Ê ÌÑÖ ÐÀÍ.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ Â ÏÐÎÁËÅÌÅ
ÄÎÁÛ×È ÂÛÑÎÊÎÂßÇÊÈÕ ÍÅÔÒÅÉ

Ìèòðóøêèí Ä. À.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæ-
äåíèé âûñîêîâÿçêèõ íåôòåé ïîñðåäñòâîì çàêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ (ãîðÿ÷åé âî-
äû èëè ïàðà) â ïëàñò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåèçîòåðìè÷åñêàÿ òðåõôàçíàÿ (íåôòü,
âîäà, ïàð) ìîäåëü ôèëüòðàöèè. Ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà
ìåòîäå êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Îñîáåííîñòü äàííîé çàäà÷è � ñóùåñòâåííàÿ çàâè-
ñèìîñòü ñâîéñòâ ôëþèäîâ îò òåìïåðàòóðû. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì
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ÿâëÿåòñÿ ðåçêîå óìåíüøåíèå âÿçêîñòè íåôòè ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Êàê ñëåä-
ñòâèå, íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî òî÷íî îïðåäåëÿòü ïîëå òåìïåðàòóðû âáëèçè òåï-
ëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ëîêàëüíîãî
èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû, ïîçâîëÿþùèé êîððåêòíî ðàçðå-
øàòü âîçíèêàþùèå ôðîíòû ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è îá èíæåêöèè ïàðà è çàäà÷è î ñòà-
öèîíàðíîì òå÷åíèè òðåõôàçíîãî ôëþèäà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ïîëó÷åííûõ àâòî-
ìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òåïëîâîãî ôðîíòà âáëèçè
ñêâàæèíû íà ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñåòêàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00823).

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÀÑÑÈÂÍÎÃÎ
ÌÀÑÑÎÏÅÐÅÍÎÑÀ Â ÐÓÑËÎÂÛÕ ÏÎÒÎÊÀÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ
Íàäîëèí Ê.À.

Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò òå-
÷åíèå â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ êàê ïðîñòðàíñòâåííî òðåõìåðíûé ïðîöåññ, ïðè ýòîì
îíè ñóùåñòâåííî ïðîùå ïîëíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
� è äâóìåðíûõ.
Ïîñòðîåíèå óïðîùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè

ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ê óðàâíåíèÿì Ðåéíîëüäñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè, çàìêíóòûõ íà îñíîâå ãèïîòåçû Áóññèíåñêà, è ê óðàâíåíèþ êîíâåêòèâ-
íîé äèôôóçèè, îïèñûâàþùåìó ïàññèâíûé ïåðåíîñ ðàñïàäàþùåãîñÿ âåùåñòâà
â äâèæóùåéñÿ ñðåäå [1]. Â îòëè÷èå îò îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàå-
ìûå ìîäåëè ó÷èòûâàþò ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü âëèÿíèå ôîðìû äíà è áåðåãîâîé ëèíèè ðóñëà, à òàêæå íåêîòîðûõ
âíåøíèõ ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, âîçäåéñòâèå âåòðà) íà îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ è,
ñîîòâåòñòâåííî, ìàññîïåðåíîñà.
Îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ðåäóöèðîâàííûõ ìîäå-

ëåé äëÿ ïîòîêîâ ðàçíûõ òèïîâ (ìåëêèé è ïðîòÿæåííûé, î÷åíü ìåëêèé è ïðîòÿ-
æåííûé, ìåëêèé è ñèëüíî ïðîòÿæåííûé, ìåëêèé è øèðîêèé, ãëóáîêèé è ïðî-
òÿæåííûé) è ïåðñïåêòèâû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ èõ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ðåäóöèðîâàí-

íîé ìîäåëè ïàññèâíîãî ìàññîïåðåíîñà â ìåëêîì è øèðîêîì èëè î÷åíü ìåëêîì è
ïðîòÿæåííûé ðóñëîâîì ïîòîêå ìàëîé ìóòíîñòè ïðè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè. Âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ñî÷åòàåò ìåòîä Ãàëåðêèíà è ñåòî÷íûé ìåòîä õàðàêòåðèñòèê



58

äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Èñïîëüçóåìûé ïîä-
õîä îêàçûâàåòñÿ õîðîøî ïðèñïîñîáëåííûì ê îñîáåííîñòÿì çàäà÷è è äîñòàòî÷íî
ïðîñòûì â ðåàëèçàöèè êàê äëÿ ÿâíîé, òàê è äëÿ íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
ñõåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ÌÎ ÐÔ �Ðàçâèòèå íà-
ó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009-2010 ãîäû)�

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Íàäîëèí Ê.À. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ ïàññèâíîãî ìàññîïåðå-
íîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Ò. 21,
N. 2. Ñ. 14�28.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÂÅÊÒÎÐÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÕ ÁÀÇÈÑÀÕ

ÂÛÑÎÊÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ
Íå÷àåâ Î.Â., Øóðèíà Ý.Ï.

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íîâîñèáèðñê

Èíñòèòóò íåôòåãàçîâîé ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè èì. À.À. Òðîôèìóêà ÑÎ

ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â êâàçèñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (ãàðìîíè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè) ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðèâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëü-
öà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé: íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
èëè ìàãíèòíîãî ïîëåé. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âîçíè-
êàåò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ: íåðàçðóøàþùèé êíòðîëü, ãåîýëåêòðèêà, îïòî-
ýëåêòðîíèêà. Äëÿ ýòèõ êëàññîâ çàäà÷ õàðàêòåðíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ôèçè÷åñêàÿ
íåîäíîðîäíîñòü ôðàãìåíòîâ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ, øèðîêèé äèàïàçîí ÷àñòîò
îò äåñÿòêîâ ãåðö äî òåððàãåðö. Êðîìå òîãî â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê ãåîýëåê-
òðèêà, èíäóêöèîííûé êàðîòàæ, ñâîéñòâà ñðåä òàêîâû, ÷òî â ðàáî÷èõ äèàïàçîíàõ
÷àñòîò, òîêè ïðîâîäèìîñòè è òîêè ñìåùåíèÿ ñîèçìåðèìû. Ïðè ðåàëèçàöèè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñõåì íà áàçå âåêòîðíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1] íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü ñëåäóþùèå ïðîáëåìû: 1) îïòèìàëüíûé âûáîð âåêòîðíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé íà ñèìïëèöèàëüíûõ ñåòêàõ; 2) ýôôåêòèâíûé, óñòîé÷èâûé, äîïóñêàþ-
ùèé ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòì ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âåêòîðíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé íà ñèìïëèöèàëüíîì íåñòðóêòóðèðîâàííîì ðàçáèåíèè ïåðâîãî è âòî-
ðîãî òèïîâ â â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðåøàåìûõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëè-
êàòèâíîãî äâóõóðîâíåâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû êîíå÷íîýëåìåíòíûõ óðàâ-
íåíèé. Ñòðóêòóðà ìàòðèöû êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëÿ-
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åòñÿ ïîðÿäêîì âåêòîðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, ò.ê. ñòåïåíè ñâîáîäû íà âûñîêèõ
ïîðÿäêàõ àññîöèèðîâàíû ñ ðåáðàìè, ãðàíÿìè è òåòðàýäðàìè. Âû÷èñëèòåëüíûå
ñõåìû, ïîñòðîåííûå íà èåðàðõè÷åñêèõ ïîëíîãî ïîðÿäêà âåêòîðíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèÿõ, ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî ó÷èòûâàòü íåòðèâèàëüíîå ÿäðî äèñêðåòíîãî
rot−îïåðàòîðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 09-05-00702

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Monk P. Finite Element Methods for Maxwell's Equations. Oxford University
Press 2003.

Î ÇÀÄÀ×Å ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÀÂÒÎÐÀ
ÒÅÊÑÒÀ

Îðëîâ Þ.Í.1, Îñìèíèí Ê.Ï.2, Ôåîäîðèòîâà Î.Á.1
1ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

2Ìåõìàò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ëèòåðàòóðíûõ òåêñòîâ íà îñíîâå àíà-
ëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé áóêâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé, ò.å. âåðîÿòíî-
ñòåé âñòðå÷àåìîñòè áóêâ è áóêâîñî÷åòàíèé. Ðàçâèâàåìûé ïîäõîä [1] âêëþ÷àåò
ðàñ÷åòû ε-ñïåêòðîâ [2] è ãðàíèö õàóñäîðôîâûõ ìíîæåñòâ ìàòðèö óñëîâíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé è ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ èäåíòèôèöèðîâàòü àâòîðà è æàíð
ëèòåðàòóðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ðàññìàòðèì ëèòåðàòóðíûé òåêñò êàê íà ðóññêîì ÿçûêå. Ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî

áóêâû àëôàâèòà, "¼"ó÷èòûâàåòñÿ êàê "å". Íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðîáåëû, çíàêè ïðå-
ïèíàíèÿ, ïåðåíîñû, ñèìâîëû íîâûõ ñòðîê, öèôðû, áóêâû íå ðóññêîãî àëôàâèòà
è ò.ï. Ïîëó÷àåòñÿ âðåìåííîé ðÿä ñî çíà÷åíèåì â 32 áóêâàõ àëôàâèòà. Âðåìåíè
îòâå÷àåò î÷åðåäíîñòü ïîÿâëåíèÿ áóêâû â òåêñòå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(t) âåêòîð âåðîÿòíîñòåé, i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà

âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t+1 â òåêñòå ðåàëèçóåòñÿ áóêâà i. Äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ñäâèãà l ñòðîèòñÿ ìàòðèöà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé P (l, t),
ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

pij(l)(t) = P (ξ(t+ l) = j|ξ(t) = i) , i, j ∈ {à,..,ÿ}. (1)

Ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû (1):
Ñâîéñòâî 1.

∑
j

pij(l)(t) = 1 ∀i, l.

Ñâîéñòâî 2. K(t+ l) = P (l, t) ·K(t) ∀l, t.
Ïóñòü K è P (l)ñîîòâåòñòâåííî � ñðåäíèå ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí K(t)

è P (l, t). Òîãäà ñïðàâåäëèâî
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Ñâîéñòâî 3: K åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ P (l) ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì 1.
Èòàê, ïóñòü âåêòîð K̂ åñòü ðàñïðåäåëåíèå áóêâ èñõîäíîãî òåêñòà, à ìàòðèöû

P̂ (l) åñòü âûáîðî÷íûå ìàòðèöû óñëîâíûõ ïåðåõîäîâ íà l áóêâ âïåðåä. Îáîçíà÷èì
÷åðåç T ìîùíîñòü ìíîæåñòâà {x(t)} . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 1: P̂ (l) K̂ = K̂ +O(l/T ) ∀l.
Óòâåðæäåíèå 2: Ïîäïðîñòðàíñòâî L =

{
y ∈ R32 :

∑
yi = 0

}
ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðîâ P̂ (l).
Âûñêàçàíà ãèïîòåçà (íàøåäøàÿ ïîäòâåðæäåíèå), ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò

ìàòðèö ïåðåõîäà õàðàêòåðåí äëÿ êàæäîãî àâòîðà. Îäíàêî ñïåêòð ìàòðèö, ýëå-
ìåíòû êîòîðûõ îïðåäåëåíû ñ îøèáêîé, çàíèìàåò íåêîòîðóþ îáëàñòü íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à íå ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îïðåäåëåííûõ ÷èñåë.
Íà ðèñ. 1-2 ïîêàçàíû ñïåêòðû è ε-ñïåêòðû òèïè÷íûõ ìàòðèö ïåðåõîäà P̂ (l).

Òî÷êàìè îòìå÷åíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö, öâåòîâûå îáëàñòè ïðåäñòà-
ëÿþò ε-ñïåêòðû, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö ïðè ðàç-
íîì óðîâíå òî÷íîñòè çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö. Òàê, êðàñíàÿ îáëàñòü îòâå÷àåò
ñïåêòðó ïðè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö ñ îøèáêîé ε = 10−1. Ñèíÿÿ îáëàñòü
îòâå÷àåò ñïåêòðó ïðè îøèáêå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïîðÿäêà ε = 10−5.
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàíèöû õàóñäîðôîâûõ ìíîæåñòâ 10-òè ìàòðèö. Íàïîì-

íèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà÷åíèé (Au, u)/(u, u)(u ̸= 0) íàçûâàåòñÿ îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé èëè õàóñäîðôîâûì ìíîæåñòâîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A [2]. Ýòîò
èíñòðìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ çàäà÷è èäåíòèôìêàöèè òåêñòîâ. ×òî
êàñàåòñÿ ñïåêòðàëüíûõ ïîðòðåòîâ ìàòðèö ïåðåõîäà, òî ïîìèìî òîãî, ÷òî îíè
âåñüìà õàðàêòåðíû äëÿ êàæäîãî àâòîðà, îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ âàæ-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêà, êàê äîïóñòèìàÿ íåòî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ òåêñòà.
Îïèñàííûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ àâòîðà è æàíðà ëèòåðàòóðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Ðèñ. 1. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà P̂ (1) â îáëàñòè [−0.6, 0.2]× [−0.15, 0.15]

Ðèñ. 2. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ìàòðèö P̂ (5) (ñëåâà) è P̂ (10) (ñïðàâà)
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Ðèñ. 3. Õàóñäîðôîâû ìíîæåñòâà 10-òè ìàòðèö
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ÊÎÌÏËÅÊÑÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ
È ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß
ÌÍÎÃÎÑËÎÉÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ ÏÐÈ
ÌÍÎÃÎÔÀÊÒÎÐÍÎÌ ÒÅÐÌÎÑÈËÎÂÎÌ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ

Îñÿåâ Î.Ã.
Ðîñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò ðàêåòíûõ âîéñê, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ìíîãîñëîéíûå ïîëèìåð-
íûå êîìïîçèòíûå êîíñòðóêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðî÷-
íîñòè, â óñëîâèÿõ ìíîãîôàêòîðíûõ âîçäåéñòâèé âíåøíåé ñðåäû, âêëþ÷àÿ ýêñ-
òðåìàëüíûå íàãðóçêè, òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ìîäåëåé
òåïëîâîãî è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî îïðåäåëÿòü ýíåðãîïîãëîùåíèå, ïî-

ëÿ òåìïåðàòóð, íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé â ìíîãîñëîéíûõ êîì-
ïîçèòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷êàõ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
íûõ çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíûõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ è ìåõàíè÷åñêèõ
ñèë. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîëî÷êà èç âÿçêîóïðóãèõ àíèçîòðîïíûõ ñëîåâ â êðèâîëè-
íåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàðÿäó ñ êîòîðîé ââåäåíà ëîêàëüíàÿ
ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ êàæäûì ñëîåì. Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà
óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
òåîðèè óïðóãîñòè [1], â ïðåäïîëîæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé ëèíåéíîñòè äåôîðìàöèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé è ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà, îáóñëîâëåí-
íîé ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êîíñòðóêöèîííûõ ïîëèìåðîâ. Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ñîîòâåòñòâóþò èäåàëüíîìó òåïëîâîìó è ìåõàíè÷åñêîìó êîíòàêòó ñëîåâ. Íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäâàðèòåëüíîìó íàãðóæåíèþ. Ðàçðåøàþùàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçîê,
íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå, ÷åðåç êîòîðûå çàäàíû óñëîâèÿ êîí-
òàêòà ñëîåâ. Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ óêàçàííûõ
ôóíêöèé â äâîéíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå è â êîíå÷íûå ðàçíîñòè
ïî âðåìåíè [2]. Ðàñ÷åò îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì
äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè è ïðîãîíêè ïî òîëùèíå.
Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè âûñîêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ,

àäåêâàòíîñòü ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, óäîáñòâî ôîðìàëèçàöèè èñõîäíûõ äàííûõ è
èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐ Â ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÎËßÕ. ÂÅÉÂËÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Ïëåíêèí À.Â.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Äëÿ ðàñ÷åòà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñêâîç-
íîãî ñ÷åòà. Îäíàêî ðàçìàçûâàíèå ðàçðûâîâ, ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçûâàòüñÿ íà
êà÷åñòâå ðàñ÷åòà. Êðîìå òîãî, ÷àñòî èìåííî ïîëîæåíèå óäàðíûõ âîëí â òå÷å-
íèè ïðåäñòàâëÿåò ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ. Îòñþäà âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à -
ëîêàëèçîâàòü è êëàññèôèöèðîâàòü ðàçðûâû â ïîëå, ïîëó÷åííîì â ðàñ÷åòå.
Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë ïîñòðîåí äåòåêòîð ñèíãóëÿðíîñòåé [1]

íà îñíîâå âåéâëåò àíàëèçà. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äåòåêòîð èñïîëüçó-
åò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà êàæäîìó óçëó ñåòêè ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò òå÷åíèå â
îêðåñòíîñòè ýòîãî óçëà.
Äîïîëíèòåëüíàÿ îáðàáîòêà èñõîäíîãî ïîëÿ ñðåäñòâàìè êðàòíîìàñøòàáíîãî

âåéâëåò àíàëèçà ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñðåäè âûäåëåííûõ äåòåêòîðîì ðàçðûâîâ
ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñòî ñ÷åòíûì ýôôåêòàì, è òåì ñàìûì èçáàâèòü-
ñÿ îò ÷àñòè àðòåôàêòîâ [2].
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ [3] ïîêàçàëè, ÷òî äåòåêòîð ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàí äëÿ âûäåëåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñòðóêòóð â òå÷åíèÿõ, íàéäåííûõ ÷èñëåííî
íà îñíîâàíèè ìîäåëè Íàâüå-Ñòîêñà. Ïðè ýòîì äëÿ òåõ ñòðóêòóð, êîòîðûì â
èäåàëüíîé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóþò óäàðíûå âîëíû, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî. Òàêæå äå-
òåêòîð ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü ãðàíèöó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñëåäà çà ìîäåëüþ
â ðàñ÷åòàõ îáòåêàíèÿ òåëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 08-01-00454-à
è 08-08-00356.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ

Ïåøêîâ È.Ì.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøèõ
óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ëàãðàíæå-
âûõ ïåðåìåííûõ [1, 2]. Äëÿ îïèñàíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé èñïîëüçóåòñÿ
ïîäõîä ìàêñâåëëîâñêèõ âÿçêîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàåò ðàçëîæåíèå òåíçîðà ðåàëüíîé äèñòîðñèè C â ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà ýôôåê-
òèâíîé óïðóãîé äèñòîðñèè E íà ïëàñòè÷åñêèé òåíçîð P : C = EP . Ýëåìåíòû
cij òåíçîð ðåàëüíîé äèñòîðñèè C âû÷èñëÿåòñÿ êàê cij = ∂xi/∂ξj, ãäå xi, ξj �
ýéëåðîâû è ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî.
Â òàêîì îïèñàíèè òåíçîð ïëàñòè÷åñêîé äèñòîðñèè P îïèñûâàåò íàêîïëåíèå

äåôåêòîâ (äèñëîêàöèé) â ñðåäå ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Ïðè ýòîì ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàçãðóçêå ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñðåäû âîçâðàùàåòñÿ â
íåíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåìîå òåíçîðîì E−1, à íå C−1. Äðóãèìè
ñëîâàìè, â ñðåäå îñòàþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå, îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè, îïðåäå-
ëÿåìûå ïëàñòè÷åñêèì òåíçîðîì P . Îäíàêî â öåëîì ñðåäà íå ðàçãðóæàåòñÿ â
ñîñòîÿíèå E−1 èç-çà íàëè÷èÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûé â ýòîé ìîäåëè
ïîëó÷àþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Â äîêëàäå òàêæå áóäåò ïîêàçàíî êàê èñïîëüçóåìûå ïîäõîäó ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àíèçîòðîïíûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä. Êà÷å-
ñòâåííîå ïîâåäåíèå ìîäåëè äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðÿäå ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
�Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû� ÍØ-4242.2010.1 è çàêàçíîãî ìåæäèñöèïëèíàðíîãî
ïðîåêòà �40 (òåìà Ä6 220409) Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ.
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ÈÍÄÅÊÑÍÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÏÐÈ ÎÁÐÀÁÎÒÊÅ
ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÑÏÓÒÍÈÊÎÂÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Ïîâõ Â.È., Øëÿõîâà Ë.À.
Ðîñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, ÞÐÈÀ-Öåíòð

Äàííûå ìíîãîñïåêòðàëüíîãî êîñìè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷àòü èíôîðìàöèþ î áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ðàñòèòåëüíî-
ñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèé íîðìàëüíîãî è ñòðåñ-
ñîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîáùåñòâ, öèêëîâ íèòðàòíûõ ñîåäèíåíèé,
áèîëîãè÷åñêîé ïðîäóêòèâíîñòè. Ðàñòèòåëüíîñòü â çäîðîâîì è ñòðåññîâîì ñîñòî-
ÿíèè èìååò ðàçíûå îñîáåííîñòè îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè â çåëåíîé îáëàñòè
ñïåêòðà è â îáëàñòè ìàêñèìóìà îòðàæåíèÿ â êðàñíîé îáëàñòè ñïåêòðà âñëåä-
ñòâèå ðàçëè÷èé â ñîäåðæàíèè ïèãìåíòîâ ëèñòâû. Õëîðîôèëëû - îñíîâíûå èç
ýòèõ ïèãìåíòîâ. Ïðîñòåéøèì ïîäõîäîì ê àíàëèçó äàííûõ ìíîãîñïåêòðàëüíîãî
çîíäèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ íàõîæäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó íàçåìíû-
ìè èçìåðåíèÿìè áèîõèìè÷åñêîãî ñîñòàâà âûáðàííûõ îáðàçöîâ ðàñòèòåëüíîñòè
è ñïåêòðàëüíîé îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ðàñòèòåëüíîãî ïîëîãà. Îäíàêî ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîæäåíèÿ ñâÿçåé ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ
ó÷àñòêîâ èçìåðåíèé.
Áîëåå øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷èëè èññëåäîâàíèÿ ïî ïîèñêó ýìïèðè÷åñêèõ

ñâÿçåé ìåæäó âåãåòàöèîííûìè èíäåêñàìè (ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè èçìå-
ðèòåëüíûõ äàííûõ äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ) è ñîäåðæàíèåì õëîðîôèëëà
äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ðàñòèòåëüíîãî ïîêðîâà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè èíäåêñû
÷óâñòâèòåëüíû ê ñîäåðæàíèþ õëîðîôèëëà â ëèñòüÿõ ðàñòåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêîé
îñíîâîé ïðèëîæåíèé èíäåêñíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëóæàò ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ
ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ ñ îòäåëüíûìè ôèòîýëåìåíòàìè è âñåì ðàñòèòåëüíûì ïî-
ëîãîì, ÷òî ñïîñîáñòâóþò óòî÷íåíèþ èñïîëüçóåìûõ âåãåòàöèîííûõ èíäåêñîâ ïðè
ðàññìîòðåíèþ ãåîìåòðèè ñîëíå÷íîãî îñâåùåíèÿ ðàñòèòåëüíûõ îáúåêòîâ è âèçè-
ðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ èç êîñìîñà.
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû ðåàëèçàöèè èíäåêñíîãî ïðèáëèæå-

íèÿ äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ çåðíîâûõ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ êóëüòóð ïîñëå ïåðå-
çèìîâêè ïî äàííûì ìíîãîñïåêòðàëüíîãî êîñìè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ äëÿ Þãà
Ðîññèè.

ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÄËß ÒÅ×ÅÍÈß ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÅ

Ðîìåíñêèé Å.È.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ òå÷åíèÿ
ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü óïðóãèé ñêåëåò. Äèâåðãåíòíàÿ ôîðìà ïðåäëîæåí-
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íûõ óðàâíåíèé îáåñïå÷èâàåò óñïåøíîå ïðèìåíåíèå âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èçó÷åíèÿ óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ.
Òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìàÿ ïðè îïèñàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íàñûùåí-

íûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ ìîäåëü Áèî [1], ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïåðåìåùåíèé â óïðóãîé ìàòðèöå è â æèäêî-
ñòè. Ïîäõîä Áèî îáëàäàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ, â ÷àñòíîñòè îòñóòñòâèåì ñâÿçè ñ
çàêîíàìè òåðìîäèíàìèêè.
Ïðåäëàãàåìûé â äîêëàäå âûâîä óðàâíåíèé äëÿ íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä

íà îñíîâå ôîðìàëèçìà òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì [2] ïðèâîäèò
ê ñèñòåìå, âñå óðàâíåíèÿ êîòîðîé èìåþò äèâåðãåíòíûé âèä è îáðàçóþò ñèì-
ìåòðè÷åñêóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó. Òàêàÿ ìåòîäèêà óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü
ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâóõôàçíûõ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé [3]. Ðàññìîòðåí ëèíå-
àðèçîâàííûé âàðèàíò ñôîðìóëèðîâàííûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ âîëí ìàëîé
àìïëèòóäû, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â çàäà÷àõ ñåéñìèêè è àêóñòè÷å-
ñêîãî êàðîòàæà ñêâàæèí. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí îò îáúåìíîãî ñîîòíîøåíèÿ ôàç.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 09-05-00221,10-05-00233), Ïðîãðàììû
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîåêò �2),
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ÂÈÇÓÀËÜÍÎÅ ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÔÈÇÈÊÈ ÂÇÐÛÂÀ È ÓÄÀÐÀ ÍÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÕ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÀÕ
Ðóäåíêî Â.Â., Áàøóðîâ Â.Â., Ïàâëîâ Ñ.Â., Øàáóðîâ Â.Ì., Øàáóðîâ Ì.Â.

ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, Ñàðîâ

Êîìïëåêñ MASTER Professional ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòíî-òå-
îðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûñòðîïðîòåêàþùèõ íåñòàöèîíàðíûõ ìíîãîìåð-
íûõ èìïóëüñíûõ ãàçî-, ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ, óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ, ñîïðîâîæäà-
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þùèõñÿ çâóêîâûìè, óäàðíûìè, äåòîíàöèîííûìè âîëíàìè, âûñîêèìè ñæàòèÿìè
è óäåëüíûìè ýíåðãèÿìè èçó÷àåìûõ ñðåä.
Â ñîñòàâ êîìïëåêñà âêëþ÷åíû ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþ-

ùèå ìîäåëèðîâàòü ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â ìíîãîìåðíîì ïðèáëèæåíèè.
Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè êîìïëåêñà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîòà, ðàçâèòûé

äðóæåñòâåííûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ, âûñîêàÿ ñòåïåíü àâòîìàòèçàöèè
è âèçóàëèçàöèÿ âñåõ ýòàïîâ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ, âèçóàëèçàöèÿ ìîäåëèðóåìûõ
ïðîöåññîâ è óäîáíûå ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèåì è îáðàáîòêè ðåçóëü-
òàòîâ.
Îñíîâó àðõèòåêòóðû êîìïëåêñà MASTER ñîñòàâëÿþò:

• áàçà äàííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñîäåðæàùàÿ ñ÷åòíûå ìî-
äóëè äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôèçèêè ñïëîøíûõ ñðåä;

• 2D è 3D âèçóàëüíûé ãðàôè÷åñêèé ðåäàêòîð äëÿ çàäàíèÿ ãåîìåòðèè çàäà÷è;

• èíòåðôåéñíàÿ ñèñòåìà ââîäà íà÷àëüíûõ äàííûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çà-
äà÷;

• ñèñòåìà çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ ñëîæíûõ îáúåêòîâ (ñåðèé, âàðèàöèé,
îïòèìèçàöèé è äð.);

• ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðàñ÷åòàìè îáúåêòîâ;

• ñèñòåìà âèçóàëèçàöèè äàííûõ íà âñåõ ýòàïàõ æèçíåííîãî öèêëà îáúåêòîâ;

• ìàñòåð ïîäãîòîâêè îáúåêòîâ - ñèñòåìà çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ îáúåêòîâ
íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàëîãîâ äëÿ óñêîðåííîé ïîäãîòîâêè;

• ñèñòåìà îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ;

• áàçà äàííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ, âêëþ÷àþùàÿ ïàðàìåòðû óðàâíå-
íèé ñîñòîÿíèÿ, ïàðàìåòðû óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è òåïëîôèçè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ;

• ñèñòåìà ïîìîùè (Help) íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

Ðàáîòà ïîëüçîâàòåëÿ ïðîèñõîäèò â óíèêàëüíîé èíòåðôåéñíîé ñðåäå, îáëàäà-
þùåé ñîâðåìåííûìè ñðåäñòâàìè ââîäà äàííûõ, â òîì ÷èñëå 2D è 3D ãåîìåòðèé.
Ðàçâèòûå ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ ðàñ÷åòàìè ñîñòàâëÿþò îñíîâó âèðòóàëüíîé

ëàáîðàòîðèè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ. Âèðòóàëüíàÿ ëàáîðàòîðèÿ ñîçäàíà â âèäå ïîëüçîâàòåëüñêîé âè-
çóàëüíîé äèàëîãîâîé ñðåäû äëÿ ïîäãîòîâêè, ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ è îáðàáîòêè
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ (âèðòóàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ).
Â ñîñòàâ ëàáîðàòîðèè âõîäèò áàçà äàííûõ õàðàêòåðèñòèê âåùåñòâ, êîòîðàÿ

èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ðàñ÷åòà è âêëþ÷àåò:



68

• áèáëèîòåêó óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ;

• áèáëèîòåêó óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé;

• áèáëèîòåêó òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ðàñ÷åòíî-òåîðåòè÷åñêîé îòðàáîòêå ðàêåòíî-àðòèëëå-
ðèéñêèõ âîîðóæåíèé â êîìïëåêñå MASTER ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è ôè-
çèêè âçðûâà è óäàðà:

• çàäà÷è ïðîíèêàíèÿ, áðîíåïðîáèòèÿ;

• äåòîíàöèîííûõ è âçðûâíûõ ïðîöåññîâ;

• êóìóëÿòèâíûõ ÿâëåíèé.

Êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ñ îïåðàöèîííûìè
ñèñòåìàìè Windows-NT, 2000, XP, Vista è âûøå ñî ñòàíäàðòíîé êîíôèãóðàöèåé.
Ðàáîòàåò íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ (ìíîãîÿäåðíûõ) êîìïüþòåðàõ, ýêñïëóàòèðóåò-
ñÿ â ñåòåâîì è ïåðñîíàëüíîì âàðèàíòàõ, çàùèùåí îò íåëèöåíçèîííîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ïðîãðàììèðóåìûì ýëåêòðîííûì êëþ÷îì. Êîìïëåêñ çàðåãèñòðèðîâàí â
Îáùåðîññèéñêîì Ôîíäå Àëãîðèòìîâ è Ïðîãðàìì (ðåã. � 11845).

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ ÏÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌ

ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÉ ÌÈÊÐÎÑÊÎÏÈÈ
Ñàâåëîâà Ò.È.

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿, Ìîñêâà

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåðèàëîâ ÿäåðíûìè è ïðîåêöèîííûìè ìåòîäàìè, ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåí-
êè òî÷íîñòè. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé íà ðåçóëüòàò âû÷èñëå-
íèé.
Ìåòîäû ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ôè-

çè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü äî 107 îòäåëüíûõ îðèåíòè-
ðîâîê çåðåí ìàòåðèàëà. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçâèòèå òåõíè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé
ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè îïåðåæàþò ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî
îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÿäåðíûì è ïðîåêöèîííûì ìåòîäàì îïðåäåëåíèÿ

îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ (ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé è ïî-
ëþñíûõ ôèãóð) ïî äàííûì èçìåðåíèé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè [1-2]. Â ðàáî-
òå ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëîâûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå îöåí-
êè [3]. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëèðîâàëèñü äàííûå
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ýêñïåðèìåíòà - îðèåíòàöèè îòäåëüíûõ çåðåí, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî
ìåòîäà [4].
Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü òî÷íî-

ñòè âû÷èñëåíèé îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: îáúåìà âûáîðêè, ïàðàìåòðà
ðàñïðåäåëåíèé. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ îðèåí-
òèðîâîê íà ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé.
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åíòàöèé ïî íàáîðó îòäåëüíûõ îðèåíòèðîâîê íà ãðóïïå âðàùåíèé SO(3) /
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÀÊÓÑÒÈÊÈ ÏÓ×ÊÎÂ ÂÎËÍ
ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÀÌÏËÈÒÓÄÛ È ÅÅ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÀß

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß
Ñàâèöêèé Î.À., ×èñòÿêîâ À.Å.

ÒÒÈ ÞÔÓ, Òàãàíðîã

Íåëèíåéíûå ýôôåêòû, ñîïðîâîæäàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí êîíå÷íîé àì-
ïëèòóäû â âèäå çâóêîâûõ ïó÷êîâ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî-
àêóñòèêå, ìåäèöèíå, íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå. Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó ñëîæíîñòè
íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â áåçäèñïåðñèîííûõ ñðåäàõ, ïðîòåêàþùèõ ñ îäíîâðåìåí-
íûì ó÷àñòèåì äèôðàêöèè è äèññèïàöèè, îòñóòñòâóþò ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå
ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ àêóñòèêè ïó÷êîâ êîíå÷íîé àìïëèòóäû, êîòîðûå
ìîãëè áû ëå÷ü â îñíîâó èíæåíåðíûõ ìåòîäèê ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òåõ èëè èíûõ
óñòðîéñòâ, ïðèíöèï äåéñòâèÿ êîòîðûõ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíûõ
ýôôåêòîâ. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ îñòàåòñÿ ïîæàëóé åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ ïðèêëàäíûõ èíæåíåðíûõ
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ðàñ÷åòîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïðèáîðîâ è óñòðîéñòâ íåëèíåéíîé àêóñòèêè è
óëüòðàçâóêà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè.
Ê ñîæàëåíèþ â Ðîññèè äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò äîñòóïíûõ ñïå-

öèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷åòîâ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé âîëí êîíå÷íîé
àìïëèòóäû. Ðàçðàáîòàííûé â ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì â èññëåäîâàòåëüñêèõ öåëÿõ ãðóïïîé ó÷åíûõ êà-
ôåäðû àêóñòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Â Òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ðàçðàáî-

òàíà äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïðîãðàììíî-àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëè-
çàöèÿ, íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, äîïóñêàþùàÿ åå
ïðèìåíåíèå äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé áîëüøîé àìïëèòóäû.
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíûå
ïóòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé.

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÒÐÅÔÔÖÀ � ÊÓÔÀÐÅÂÀ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÓÀÑÑÎÍÀ Â

ÏÎËÈÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ
Ñêîðîõîäîâ Ñ.Ë.
ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè G ñ óãëàìè πβk â âåðøèíàõ zk,
k = 1, . . . , N , ðàñïîëîæåííîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = x+ iy, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå

∆φ(z) = fM(x, y), z ∈ G ; φ(z) = hK(x, y), z ∈ ∂G , (1)

ãäå fM(x, y) è hK(x, y) � ïîëèíîìû îò x è y ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé M è K;
ðåøåíèå φ(z) ∈ C2(G) ∩ C(G).
Âû÷èòàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), ñâîäèì åå ê íàõîæäåíèþ ãàðìîíè-

÷åñêîé ôóíêöèè ψ(z) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñòåïåíè
L = max(M + 2, K). Ââîäÿ êîìïëåêñèôèêàöèþ ôóíêöèè ψ(z), ò.å. àíàëèòè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ Ψ(z), Im[Ψ(z)] = ψ(z), óáåæäàåìñÿ, ÷òî åå L�ÿ ïðîèçâîäíàÿ
Ψ(L)(z) =: F(z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå èñõîäíîé ïîëèãîíàëü-
íîé îáëàñòè G íà íåêîòîðóþ, òàêæå ïîëèãîíàëüíóþ è, âîçìîæíî, íåîäíîëèñò-
íóþ îáëàñòü D, ïðè êîòîðîì âåðøèíû zk ìíîãîóãîëüíèêà G ñ óãëàìè πβk ïåðå-
õîäÿò â âåðøèíû wk ìíîãîóãîëüíèêà D ñ óãëàìè πγk, ãäå γk = 1− Lβk.

Îòîáðàæåíèå F : G conf−→D ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæåíèé
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H íà îáëàñòè G è D, ò.å. F(z) = f2(ζ) ◦ f−1

1 (z) , ãäå
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f1 : H
conf−→G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà

z = f1(ζ) = K
∫ ζ N∏

k=1

(ζ − ζk)
βk−1 dζ , (2)

à f2 : H
conf−→D � â âèäå îáîáùåííîãî èíòåãðàëà Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà

w = f2(ζ) =

∫ ζ

RT (ζ)
N∏
k=1

(ζ − ζk)
γk−1 dζ ; (3)

çäåñü RT (ζ) � ïîëèíîì ñòåïåíè T = LN − 2L− 2 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç óñëîâèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåõîäå îò φ ê F .
Òàêîé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Î.Òðåôôöåì [1] è ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
â ðàáîòå Ï.Ï.Êóôàðåâà [2], à òàêæå â ñòàòüÿõ [3]-[7].
Â ðàáîòå [3] ýòèì ìåòîäîì áûëà ðåøåíà çàäà÷à (1) ïðè f0 = −2 è

h0 = 0 â L�îáðàçíîé îáëàñòè ñ ïîëêàìè ïðîèçâîëüíîé äëèíû è ïðîèçâîëüíûì
çíà÷åíèåì âõîäÿùåãî óãëà ìåæäó íèìè. Ýòà çàäà÷à â òåîðèè óïðóãîñòè ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîáëåìå êðó÷åíèÿ óïðóãîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñ L�îáðàçíûì
ñå÷åíèåì. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòàõ [3]-[7], ÿâëÿåòñÿ âåëè-
÷èíà a1 êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè â âåðøèíå âõîäÿùåãî óãëà. Äëÿ ñëó÷àÿ
âõîäÿùåãî óãëà ðàñòâîðà 3π/2 è áåñêîíå÷íûõ ïîëîê áûëî íàéäåíî

a
1
=

9G

π

( 4

3π

)4/3

= 0.83693221...,

ãäå G = 1 − 3
−2

+5
−2 − . . . � ïîñòîÿííàÿ Êàòàëàíà. Ýòî ïîçâîëèëî èñïðàâèòü

îøèáî÷íîå çíà÷åíèå a1 = 1.48, ïðèâåäåííîå â ðàáîòå Î.Òðåôôöà [1].
Â ðàáîòàõ [4], [5] ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å â T -îáðàçíîé,

êðåñòîîáðàçíîé è ðàìîîáðàçíîé îáëàñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (Ïðîåêò �10-01-00837)
è Ïðîãðàììû �3 ÎÌÍ ÐÀÍ.
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ÌÀÑØÒÀÁÈÐÓÅÌÛÉ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

ÈÇÎËÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñíûòíèêîâ Í.Â.

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ

ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ àñòðîôèçèêè íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü òðåõìåð-
íûé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû, ò.å. äëÿ êîòîðîé ïî-
ñòàâëåíà çàäà÷à Äèðèõëå:

∆Φ(r) = 4πGρ(r),Φ(r)||r|→∞ = 0, (1)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ(r) � ïëîòíîñòü. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ
ñîçäàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñïîñîáíîãî ðàáîòàòü
ñ ñåòêàìè ñ ÷èñëîì óçëîâ áîëüøå 2563) íà îñíîâå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ¾ïîñëåäîâàòåëüíûõ¿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ (íàïðèìåð,
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà) ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü ïåðåñûëîê òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ ñ äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé äëÿ ñîâðåìåííûõ ñóïåðÝÂÌ. Äîïîëíè-
òåëüíóþ ñëîæíîñòü âíîñèò òàêæå íåîáõîäèìîñòü ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé
íà ïîòåíöèàë íà ãðàíèöå êîíå÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.
Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó èçâåñòíû ìàñøòàáèðóåìûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ([1, 2]). Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ïðèìåíå-
íèå êîòîðûõ îïðàâäàíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê è
ïðîòîïëàíåòíûõ äèñêîâ.
Àëãîðèòì îñíîâàí íà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå è ðàç-

áèåíèè ïîòåíöèàëà íà áëèçêîäåéñòâóþùèé ÷àñòü (âû÷èñëÿåòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ
êàæäîé ïîäîáëàñòè íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [3] è ìåòîäà ñâåðòêè
äëÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ïîäîáëàñòè) è äàëüíîäåéñòâóþ-
ùóþ ãëàäêóþ ÷àñòü (âû÷èñëÿåòñÿ íà ãðóáîé ñåòêå äëÿ âñåé îáëàñòè, òðåáóåò
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íåáîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò è ìåæïðîöåññîðíûõ êîììóíèêàöèé). Ïîêàçàíà
ìàñøòàáèðóåìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà äëÿ ñåòîê ñ ÷èñëîì óçëîâ ïî-
ðÿäêà 109.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (08-01-00615),
èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà N.26 (ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ÷èñëåííûå ìåòîäû è
ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ÑÎ ÐÀÍ è èõ ðåàëèçàöèÿ
íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðÝÂÌ).
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ÐÀÑ×ÅÒ ÒÅ×ÅÍÈß ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÁÅÇ
ÏÅÐÅÌÅØÈÂÀÍÈß Ñ ÌÅÍßÞÙÈÌÑß ÈÍÒÅÐÔÅÉÑÎÌ

Ñòðàõîâñêàÿ Ë.Ã.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ð.Ï. Ôåäîðåíêî ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà
òå÷åíèÿ äâóõôàçíîé æèäêîñòè áåç ïåðåìåøèâàíèÿ, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîòî-
ðîãî èñïîëüçóåòñÿ îäíîæèäêîñòíûé (one-�uid) ïîäõîä [1]. Äâå ôàçû æèäêîñòè
îïèñûâàþòñÿ îäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, à ðàçëè÷èå ñâîéñòâ ó÷è-
òûâàåòñÿ â ðàçðûâå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé
ðàçíûõ ôàç. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ìåæäó æèäêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ èíòåðôåé-
ñîì. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ
óðîâíÿ èëè level set ôóíêöèÿ [2] ). Ôóíêöèÿ óðîâíÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ïåðåíîñà, èìååò íóëåâîé óðîâåíü íà èíòåðôåéñå, ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó
çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ è ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ñâî-
áîäíîé ãðàíèöû. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 08-01-00299)
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ÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÉ ÌÈÊÐÎÑÊÎÏÈÈ È

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÈÕ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ
Ñûï÷åíêî Ì.Â.

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿, Ìîñêâà

Ïðåäëîæåí ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåðåíèé ýëåêòðîííîé
ìèêðîñêîïèè, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ îðèåíòàöèé îòäåëü-
íûõ çåðåí è ÿäåðíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ïî ïîëó÷åí-
íûì äàííûì. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè,

èñïîëüçóþùèåñÿ ïðè èçó÷åíèè ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì
àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, òî÷íî-
ñòè ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèé.
Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèëîñü ìîäåëèðîâàíèå îðèåíòàöèé îòäåëüíûõ çåðåí

ñïåöèàëèçèðîâàííûì ìåòîäîì [1]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çå-
ðåí ïî îðèåíòàöèÿì èñïîëüçîâàëñÿ ÿäåðíûé ìåòîä [2].
Â ðàáîòå èçó÷àëàñü òî÷íîñòü ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèé â çàâèñèìîñòè îò âû-

áîðà ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ, ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ äèñêðåòíûõ äàííûõ. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ëó÷øèé ðåçóëüòàò äàåò ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû äâà
ìåòîäà âûáîðà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ ïðè ðàáîòå ñ ðåàëüíûìè äàííûìè.
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ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ ÇÀÄÀ×È

ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ-ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ
ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÐÎÄÀ

×èêèíà Ë.Ã., Øàáàñ È.Í.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

ÞÃÈÍÔÎ ÞÔÓ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, ïðåäëîæåííóþ â [1], íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ
êîíâåêöèè-äèôôóçèè, çàïèñàííîãî â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà è íà÷àëüíûå äàííûå.
Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà ïðîâåäåíà â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïðîâåäå-

íà àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Èñïîëüçîâàíû ðàçíîñòè
ïðîòèâ ïîòîêà è óñëîâèå M-ìàòðè÷íîñòè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàí-
ñòâó ñ èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè [2].
Äëÿ íåÿâíîé îïåðàòîðíî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ïðè óñëîâèè êîíñåðâàòèâíîñòè âåùåñòâà (β = 0)
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ïðè óñëîâèè íåêîíñåðâàòèâíîñòè âåùåñòâà (β > 0)

∥s∥C ≤ ∥S0∥Ch
+max

n≥0

∥∥∥∥fnijkβijk

∥∥∥∥ ◦
C

+max
n≥0

∥∥∥∥ fnijk
βijk − b

∥∥∥∥
C∗

+

∥∥∥∥ a

βijk − b

∥∥∥∥
C∗
,

ïðè a =
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ
rΘ
gΘ
Θp

ijk, b =
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(
1 + pΘ

gΘ

)
Θp

ijk, ãäåΘ
p
ijk � êîýô-

ôèöèåíò ñõåìû â ïðèãðàíè÷íîì óçëå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöû, pΘ, gΘ, rΘ �
êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, δ

Θ
� ñèìâîë Êðîíåê-

êåðà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 09-01-00023.
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ ÒÐÅÕÌÅÐÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÌÎÄÅËÜ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ÌÅËÊÎÂÎÄÍÛÕ

ÂÎÄÎÅÌÎÂ
×èñòÿêîâ À.Å.

ÒÒÈ ÞÔÓ, Òàãàíðîã

Ïðèáðåæíûå âîäíûå ýêîñèñòåìû, ê êîòîðûì îòíîñÿò Àçîâñêîå ìîðå, Òàãàí-
ðîãñêèé çàëèâ è Ñåâåðíûé Êàñïèé äðóãèå îòíîñÿòñÿ ê ìåëêîâîäíûì âîäîåìàì,
äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû áîëüøèå ãðàäèåíòû ñîëåíîñòè, òåìïåðàòóðû, à òàêæå
ðàçâèòûé òóðáóëåíòíûé îáìåí, â òîì ÷èñëå ïî âåðòèêàëüíîìó íàïðàâëåíèþ.
Óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ýòèõ ñè-

ñòåì ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü äî-
ðîãîñòîÿùèõ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîäíûõ ýêîñèñòåì â îñíîâíîì áàçèðóþòñÿ íà ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîì ïðèáëèæåíèè. Äàííûé ïîäõîä â óñëîâèÿõ ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà
ïî âåðòèêàëè âëèÿþùåãî íà òåìïåðàòóðíûå è ãàçîâûå ðåæèìû, à òàêæå áèîëî-
ãè÷åñêèå ñóáñòàíöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì, ïîýòîìó òåìà äèññåðòàöèîí-
íîé ðàáîòû, â êîòîðîé ïîñòðîåí è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí êîìïëåêñ òðåõìåðíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ó÷åòîì ðåàëüíûõ ôàêòîðîâ: ñèëû Êîðèîëèñà, òóðáó-
ëåíòíîãî îáìåíà, ñëîæíîé ãåîìåòðèè äíà è áåðåãîâîé ëèíèè, èñïàðåíèÿ, ñòîêà
ðåê, âåòðîâûõ òå÷åíèé è òðåíèÿ î äíî, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì. Äðóãîå îáñòîÿ-
òåëüñòâî îïðåäåëÿþùåå àêòóàëüíîñòü ðàáîòû ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé ïàðàëëåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè íà ñèñòåìàõ ñ ìàññîâûì ïàðàëëåëåëèç-
ìîì, ïîñêîëüêó çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ òå÷åíèé ðàñòâîðåííûõ çàãðÿçíÿþùèõ
âåùåñòâ äîëæíû ðåøàòüñÿ â ðåàëüíîì èëè óñêîðåííîì ìàñøòàáàõ âðåìåíè, íà
ñåòêàõ âêëþ÷àþùèõ òûñÿ÷ó óçëîâ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.

ÄÂÓÌÅÐÍÀß ÌÃÄ - ÌÎÄÅËÜ
ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏËÀÇÌÅÍÍÎÉ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ

Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ËÎÂÓØÊÅ ÒÈÏÀ �ÏÎßÑ�
×ìûõîâà Í.À.

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïîñòðîåíà äâóìåðíàÿ ÌÃÄ - ìîäåëü òå÷åíèÿ ïëîòíîé, ãîðÿ÷åé ïëàçìû â ïëîñ-
êîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâóõ ïîãðóæåííûõ â ïëàçìó ïðîâîäíèêîâ. Â ðàñ÷åòàõ
èññëåäîâàí ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîé ïëàçìåííîé êîíôèãóðà-
öèè ñ ïîìîùüþ âîçðàñòàíèÿ òîêà â ïðîâîäíèêå.
Ðàáîòà ïðèìûêàåò ê îáëàñòè èññëåäîâàíèé øèðîêîãî êëàññà äâóìåðíûõ ïðî-

öåññîâ, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìåííûõ êîíôèãóðàöèé â ïëîòíîé
ãîðÿ÷åé òîêîíåñóùåé ïëàçìå â ïëîñêîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëîæíîé êîíôèãó-
ðàöèè.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ (ïëîñêàÿ) ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ïëàçìåííîé êîíôèãóðàöèè â ìàãíèòíîé ëîâóøêå. Ïðåä-
ëàãàåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øíóð ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè îäèíàêîâûìè òîêàìè, ïîãðóæåííûìè â îáúåì ïëàçìû. Åå ñëå-
äóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòîé ïðÿìîé àíàëîã ëîâóøêè íîâîãî òèïà - �Ãàëàòåÿ
- Ïîÿñ�, ïðåäëîæåííûõ À.È. Ìîðîçîâûì [1-2].
Èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî â íèõ ðåàëèçóåòñÿ ïðåäïîëàãàå-

ìàÿ ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ êîíôèãóðàöèè �Ïîÿñ�, îïðîáîâàííàÿ â îäíîìåðíîé ìî-
äåëè [3] - çàäà÷è î ñæàòèè ïëàçìû â öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêå ñ ïðÿìîëèíåéíûì
èçîëèðîâàííûì ïðîâîäíèêîì ñ òîêîì. Ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê ñãðåáàíèþ
îñíîâíîé ìàññû ïëàçìû ê îñè è ìàãíèòíîé èçîëÿöèè ïðîâîäíèêîâ îò îìûâà-
þùåé èõ ïëàçìû, ïîä äåéñòâèåì ñîçäàííîãî ïðîäîëüíîãî òîêà îòðèöàòåëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ âáëèçè ïðîâîäíèêîâ. Òàêîé òîê â ïëàçìå ñîçäàåòñÿ íà êîðîòêîé
íåñòàöèîíàðíîé ñòàäèè ïðîöåññà â ðåçóëüòàòå âîçðàñòàíèÿ òîêà â ïðîâîäíèêå,
çà ñ÷åò çàäàíèÿ âîçðàñòàþùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ñ íèì. Àíàëîãè÷-
íûé ìåõàíèçì ðàññìîòðåí â ðàáîòå Ã.È. Äóäíèêîâîé è äð. [4]. Êîíôèãóðàöèÿ
ñóùåñòâóåò â êâàçèðàâíîâåñíîì ðåæèìå, çà ñ÷åò âûñîêîé ïðîâîäèìîñòè ïëàçìû.
×èñëåííîå ðåøåíèå ÌÃÄ - çàäà÷è, ðåàëèçîâàíî ìåòîäîì êîððåêöèè ïîòîêîâ

(FCT) [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 09-01-00181)
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