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Δ�u+ ωgraddiv�u+ λ2�u = 0, λ2 = ρω̄/μ, x ∈ Ω (1)

��� ω = (1 − 2σ)−1 � σ � ���������� ��������� ρ � �������� � ω̄� !��

����� 
��������� μ� ����� ������	 �������� ����!�� ���������� ���
��

��������� � ����� !���� ��������� "#$ ��� 
������ �������� ������ ���

��!�� �u|Γ = 0	 %��� Ω ���� ���&���� ��
��� ��� (O, x3), x = (x1, x2, x3),

Γ− ��� �����'�� G− ��� ���������� ��� ��!����	 ��� ���� 
���!���

���!����� ω� 
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�	
�	�� ����� ����! -�� ���� .�/� @ ����
���� ����
� � �����

,�����!
� ����'� � ����� � ����������� ��!��� ��)���� �����'��

������� ��������� �����������
� � ���2������!��
�� ��������

����� TT 
�0	 #??A	 h	 ;a#	 m #	 �	 ##?n#..	



4

'((����	��� ��%���� ��
�	�
 $
�
� ��� �����#� )�#� 	

���
���
 � �����
#�

6�������� �	4	� ������ �	4	

"0 ��� �
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��� ν o 
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∂xk
+ ∂uk
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2������� σi k = E

1+ν

(
ν
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��� ������
�� σi k nk = Pi	 E�)���� (��� ����!� ��������������� 
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N
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�2��� S2 ��������� � ���)���� 
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��� ����
� ��
 � � ����& + ������������ ��
������ 
��� "����� ���

����� ����������������� �� ��&�� ������ -./� ����� ������� ���)���

����
����������������� ��������
 -;/� ��
���������� �����!���� �����

!�� ���� 
��� � '�� + ���� )�� 
���!����� ��������
 ������$	
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E����� ��������� ��� 2��������� ������,
� ����
��� E�0 ������

�������� �������������	
��������

de9d�� a95j�(5/�l

#	 /������! �� ��� ��
��� "� �� =�� ���'������ ������� ����� TT

E�������������� �������� ���� � ������������ ������	 ��� ���	

D	�	 :������	 � 0���������
� #?<<	

.	 <HHhopp6hBCRh�6;P

;	 <HHhopp56lHq4;B�ACHB3�W6Rp;Y(;Yp4;HAW3B5pACHB3(R:3

&
��#
�������� #�������	
��� ���
�4����� ��
���
 	���

����$ ���(�����	
���C ����������� 	 �
�
�� �

����� $�	
���# #����������
 �������
 ��
�������

5��'��� 3	D� B����'
�� D	:	� �������
� �	�	

0������'�#! ���,�	(����� 	�����'���! �������� 
����	���	���I�

�	�	���

�����,���� ���������� ������� ����� "H�$ ���2����������� �����

�����
�� "�G$� �������,����� �� ���� �� ���������������� �����������

�� ������� ��� ���� �����,����� ��������� -#/	 � ���!�� �������,����

�G �� ��
������ ���������� �� ���'� 
������ �� 
������� �����������

������ H�� ������� ������������ ��������� ������,���� ���� ��&��

��������� ���� ����,������ �������� ����� ���'��	

E�������������� ����
�� 
���� AC1MNC1B "��	 ���	 #$� ���������

,����� ���2����������� ���������
�� C1C1	 �������!�� ��� H� ����

������������� ����� ������� � ����
���������� ������������ �������

��� ��������ΔP+ = Ps/P0−1� � ���)��)�� ���
� H� �ΔP− = Psc1/P0−
1	 0� ����
�� 
����� AC1MNC1B � �� ������� �����'�� �G C1C1 ����

����� ������� ���������� ����
��	 %���!� ��)����� � ���
�� ������

��������� 7������ ���������� � �������� ��� 2���� � ���� ��
����

����������� ������� ���� :�
5����
�	 �G ����
���������� 
�(22��

'������ �����'������� Kc = Sd/Sc� ��� Sd/Sc o ����)���� ��&�� ����

&��� ��������� ���
� 
 ���&��� 
�����	



1A

���.  < d�	�� �����
���� ����'�

� ���!���� ����!��� ����
������ ����� τ � �� ���)������ 
�������

���������� ����)���� �������� �� ������� ����
������� ��� ��������

������ ���� ����,���� H� �� ����
�	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 *��'&�� ��e�� �� �� �� ��$�� $	���	� ����� 0#���	� ���� ����

����������� �����'�������� ���� �������� � ���2������������

���������
��� TT 4������� �0 ���E	 :�����
� ,��
���� � ����	

#?<8	 O	 A	 �	 #8>n#8A	

�
�
���� ��� 
������#� ���������� ��%����

(�������
� �����((������
� ��
 ��
	�����

5�� �	�	� 5����)�� �	:	� ��2����� :	�	

�������� 
���
����� � 
������� L�+ ���� e�������
����

L���'���! &� ����'�#! ����������� �
��� ����	�	 $���� ����

�	���� ���� e�'1���� e�������
���

� ��
���� ����,��+��� �������!��
�� ����
�� �����������������

!�������� ������� ��)���� 2��
'����� �����22����'��� ��� �����

����� -#/	 ������������ !�������� ��������� � ����� ���� �����������

������� !�������� ���������� �� ��������'�������� ��!������� ���


�����
�� 4:: H�@ E�0	

E����� ��������� ��� ������,
� E==4 "����
� ##�9#�99##8��$� ����

������ ���������� E�0 �=���������� ��� ���
� ����'��� H��������

����
��� ��,���'����������� ����
��	
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de9d�� a95j�(5/�l

#	 ��"� ��
� "�*� $�
��	�� W�G���
�� ������ � !�������� ������ ���

)���� 2��
'����� �����22����'��� ��� ���������	 E���������

� �����!��
�� ������
�	 :	� 4,���
	 .99>	 #>9 �	

.	 ��"� ��
� "��� �	�
#���� e��� n	!� +��� ��	�� *��� �� :��

������!��
�� � 
��� +������ ������������ ��
������ ����! ����

��� 2��
'����� �����22����'��� ��� ���������	 3
����������	

H��� �
�� 2������ ��� ������������ .9##� #9; �	

;	 ��"���
� ���� ����	����!� :�������!��
�� � 
��� +������ ���

����������� ������ � ��������������	 3
����������� HGhH�H�4�

.9#9	 #;> �	

>	 "�f���	�� ��"���
� "����	�
#���� "�*�$�
��	�� �����	�	 ��(

���� �������!��
�� 
�������������� ����������� ��� ������ � ���

������������	 3
����������	 4����� H��� �
��� 2������ ���� ����

���������	 .9#9	

"� ����# ���
��� � �
����� ������������� ���


5����� 0	0	

�������� ������ �	! 
���
����� �
� ��"���� #�� ���� �	����

5�
 ��������� ������!��
�� 
�� ��� �
��!���� �� ���������� (
����

�������� �� � #?AA ����	 ����� ����� (���� ��!���� ���)�2���
� ���

��� � ����� �������� ������!��
��� 
���	 G������ ��I�
� ������������

������ ��
,� ����� �� ����
����+&����� ��
����� � #?8A ���� � ���

����,������� � ������&�� ����� � ���!���� ��� 
���!������ � ��� �

)�� �������	 ����
����+&���� ���� (�� ���!��� 
���� ���� � ��� ,�

�!����
 
05 
������� ����� ����� "����� �� A��$ ���
���� ��������

����� �����	 � ���� ������������ ���� ��)��� ��� ����! ��� �������


05 � ����
������� �����	 ��������� ����,���� (��� ����! � �� ����

�������� ������������ � ������
�� �������2�� -#/	 E�)���� ��
������

�� (��� ����!� ������������ � ��
����	 � ���� ��)���� �
������� ���

��! �����
�� ���� ������� �� ���!����� ����� ��������� ����
����



1#

������!��
��� 
���� ��� ����� ��
�� ��� ��������!��
�� ������������

���� �� ������ 
������ ��,�� ���� �� ��!����� ������!��
�� 
��	 @�

����� ������� 
 ��)���+ (��� ����!� ��������� � ������ ������	

E���� ���� ���� ������� ������� (������������ ����
����� ������

����� �� 
 ����
������ ��� �����	 @���&��� (�� ������� ��� ����

������ ��������,�&�� ����� � ��� ,� '��� 
05 -./	 ��� ��������

(����������� ����
����� ��������� ����
����� ��� 
������ �����!�

��� �����
����� �� ��
����� ���� !���� ����'��	 G������ ���,�����

� ���!���� � ���,����� �� ���� �����
������ �����������+&�� �
�����

��� (����������� ����
������	 *���� (�������� (���� ���,����� �
��

����� ������ ;98 -;�>/	 � ��
���� ������������ ������� ���������� 

����� ���!��� ������!��
��� 
���� 
������ ������������ �� ����������

��� �������� ������,����� ��� ���'��� ���� ������������� ��������

�� ���,����	 ���'����� ��!������� 
��� �� (��� ������
� ���� �����

�������� ����� -.�>/	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,
� E==4 "
��� ����
���

#9�9#�99#>a� ##�9#�99##9$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 �	��	� ���� :�������!��
�� ������ ������!��
��� 
���	 :�������

2��	 :	� 640@:� .9#9� ..; �	

.	 �	��	� ���� E��!�� ������!��
��� 
���	 
�0 .9#9	h	>;;	m	.	�	#a<�

#A.	

;	 �	��	� ���� E��!�� ������!��
��� 
���	 �������� 4�: ��	 :	�	

5����)� E�0 .9#9� O .A� .; �	

>	 �	��	� ���� @ ���!��� ������!��
��� 
���	 :�������!��
�� �����

���������� �	.;� O A��	;�#8� .9##	



1$

E
�����
 �
$
 ����� ��������
 ��� ��
	��# �����

5������ 4	D	

L���'���! �	�� ��������#! ����������� ����! �		
J���I�

e�������
���

������� ��������� ������� ������
� "�HG
$ ��� ��(������!��
��

�����'�������� ��&�� ���������������� ��!���� ������������ ���� �

�������� �������� ��� ��,���� � 5�������� ����� �����+&�� ��� -#�./�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ct + ucr +
v
r cϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur +

u
r +

vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur +
v
ruϕ − v2

r + wuz +
2

(γ − 1)
ccr = av − bw cosϕ,

vt + uvr +
uv
r + v

rvϕ + wvz +
2

(γ − 1)
c
rcϕ = −au + bw sinϕ,

wt + uwr +
v
rwϕ + wwz +

2
(γ − 1)

ccz = bu cosϕ− bv sinϕ− g.

"#$

� ������� "#$� t n �����p x� y� z n ��
������� ����������� ���������� �

� ����
���� ���������� x� y ������� �������� ������� 
�������� (r, ϕ)p

c = ρ(γ−1)/2 n �
����� ���
� ����p γ = `de_R > 1 n ��
������ ���������

���� � ��������� ��������� p = ργ/γ� ��� p � ρ n �������� � �������� 

����p u� v� w �������������� ������ ���� �
��,��� � �����
�� ��� ���

������+&�� ��
���� �
������ ����p a = 2Ω sinψp b = 2Ω cosψp Ω = |Ω|
n ����� ������� �
������ ���&���� %����p ψ n )����� ��!
� O �� ���

��������� %����� � 
������ ��������� ��!��� 
����������� ����
����

xOy� ���&�+&���� ������ � %����� � 
���+&���� ����������� %���� �

��!
� Op g = `de_R > 0 n ���������� ��
������ ���������� �������	 3���

��!
� O n ��!��� ��������� ��� ������� 
�������� ��,�� � ��������

����)����� ��� 0 < ψ ≤ π/2	 3��� � D,���� ��� −π/2 ≤ ψ < 0	 0�

(
������ ψ = 0	 � ������ ������� 
�
 � � -#�./� � ������� "#$ �� �!��

�������� '�������,��� ��
������� −Ω× (Ω× (R+ r))� ��� R n ��
����

�������+&�� ��!
� '���� %���� � ��!
� O� r n ���������
��� ��
�&��

��!
� � ������� 
�������� x� y� z	



1@

���� ������)����

r = r0(t, z), r0(t, z)|t=0 = r00 = `de_R > 0

� �������!��
�� 2��
'��� r0(t, z) ����+� ���������� ���
���� C+����

��
�������
�� 
������ ��� t ≥ 0 �� '������� r = r00 � ������� ���������

��� r ���������������� �� ��
��&����� � ���� ��,���� ����� ���+&���

����������

c(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = c0(z) ≡
√
c00 − (γ − 1)gz; c00 = `de_R > 0,

u(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = v(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = w(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) ≡ 0.
".$

���� �� ����������� '�������� �	�	 ��� r = r00 ������ ������ ���

�
����� ����

u(t, r, ϕ, z)|r=r00 = u0(t), u0(0) = 0, u′0(0) < 0, ";$

��� 2��
'�� u0(t) �������������� ���������� � �������!��
�� � ��
��

����� �
��������� ��!
� t = 0	

H������ ";$ ��������� �������� �� ����������� '������� r = r00

������� ������ ��� ���
 ���� � ����������� ��� Oz	

F����#
� T� �,� UrVsUtV ��� �?
	
 ���,���� ϕ = ϕ0 U0 ≤ ϕ0 < 2πV

�
��� � ���	�	�	! 	������	��� �	,�� (t = 0, r = r00, ϕ = ϕ0, z = 0)

� ��������	� �������,���	� �������� ��� �����
	� ��	 IJ�
�I �I(

 	


U(t, r, ϕ, z) =
∞∑
k=0

Uk(r, ϕ, z)
(r− r0(t, z))

k

k!
; U =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

c

u

v

w

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . ">$


�
������ ���� ������� ���������� ��������� ����!� "#$n";$ 
 ���

��
�������!��
�� ����!� 5�)� ������������ ���� -;�>/� ��� 
������

���������� �����������+&�� ������ ������� 5�������
��	

������ 
�(22�'����� ���� ">$ �������� � ����� ���� ��� ��)��

��� ���
�������� ��22����'��� ��� ���������	 4� ������ ��������
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 �����+&�� ���!����� ����������� 2��
'�� v� ������&�� � C+�

����
�������
��

∂v

∂r

∣∣∣∣
C+

= 0; _Wse

(
∂2v

∂r2

∣∣∣∣
C+

)
= _Wse (sinψ) ,

�	� � �
������� �
��������� ���
 ����������� ∂2v/∂r2|C+ ��������� ��

���
�� sinψ �� ���������� ��� �
������� ����������� ����,���� �� �

�������� � ����'���� �� � D,��� ����)�����	

H������������ ���
 ����������� ��� ����������� ∂2v/∂r2|C+ � ���

������� ∂v/∂r|C+ = 0 ��
�����+� �����+&�� 2�
�� ��� �����	
 ��	(

�� ���� 	 �	���
���	 � �� ���'�#
  ��%����
 ���� ��� ��	�� �����

�	������� 	���%�	�  ��%���� U�������� ����V � �	�	%����'�	
 ��(

���������  �I ���,�I ������	�	 �	������I � � 	���1����'�	
 s  �I

�%�	�	 �	������I�

����������� � ������ ������� ����&��� �������� ����� ��
������+ �

���!�� ���� ����������� ���������� R� Y -a/	

����,�+ ������������ ������ ���!��� ��
��������+ ���2������

�	�	6������	

E����� ������,��� E==4� ����
� m ##�9#�99#?<	

de9d�� a95j�(5/�l
#	 �	,�� ��e�� ��
��' ����� �	�� ��"� h������!��
�� �����������
�	

*	 #	 o:	� =��������� #?A;	 a<; `	

.	 ������ ��$� h������ � ���� 5��������	 o0���������
� 0��
��

.99<	 ?A `	

;	 ������ ��$� C�S�
��S����!��
�� ����!� 5�)� ��� 
����������

��� �������!��
�� ������� TT 
�22�S��'��� ��� �S�������	 #?8a	

h	 #� m ##	 y	 .9a.n.9A;	

>	 ������ ��$� C���
�������!��
�� ����!� 5�)� � �� �����,���� �

������� ������
�	 o0���������
� 0��
�� .99?	 ;A< `	

a	 ����	�� ���� %���!� � ������� ���
� � ���������� Z� R 
�
 ����
�

�������!��
�� ����!� 5�)� ������������ ���� TT ������
 H��� �

�
��� ���������������� ������������ ����� ����&����	 .9##	 m #"?$	

3
����������� 4������ ���� H�GH�� .9##	
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α ∈ {x, z}, ∀γ ∈ Rn γ ≡ (γ1, . . . , γn), n = 1, 2, . . .N, i ∈ {1, . . . , n}, N <∞;
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%���!� ��)����� � ������� Ω : r1 ≤ r ≤ r2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤
z ≤ h� h � ���������� ���
�� h ≈ 10−1r2� r1 ≈ 10−2r2	 H�������� �������

������
� �!���+��� �� ����� �����	 E��!�� ����
�� ������� � ����� ���

������ ����
��� ������� �������	 H�������� �������� ��)����� ������

����!��� ������� =������
� "[ZbRWsYWr$� ����� ������ ;�a ���,�����

����
	 ��� r = r1 : u = 0� ��� z = 0 : w = 0p �� ���)��� ������

'� ���� ��������� �����!��� �������� ���� ������� �������
���� ����

u = 0	

��� ������ ��!�� ���� ��������� ��&��������� !���� 
��2�����'��

���
� ���� �����������	 H������ ����������!��
��� ���������� � ����

��������� ���������� ��������� ����

∂p
∂r = ρ

(
v2

r + ∂Φd

∂r + ∂
∂r

1
R

)
∂p
r∂ϕ = ρ∂Φd

r∂ϕ
∂p
∂z = ρ

(
∂Φd

∂z + ∂
∂z

1
R

)
ΔΦd = −ρ,

(1)

ρ � �������� ����� p � ��������� v � �������� �
����� ���&����	

� -#/ � '�������!��
� ��������!��� ���!�� ( ∂
∂φ = 0) ��� ����� ����

������������ ���� ����!��� �������!��
�� ��)���� "#$ ��� �!��� ������

��'�� ���
�� �������+&�� ���
��������� 
��2�����'�� ��&����� �+�

��� 2����	 @���!���� !�� ��� ������������ ���� ���&���� ��� 
�����
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� ��������� � !������� �������������
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������ ���
� ����!����� �� ���
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��'�� � ��������� ��� 
� ���� ���� "
�� '�$ ��������������� ���
�	

� ������ ������ ������������ �� �������� ��������� !������� �����

��!�� ��+ ����������+ 
��2�����'�+� ��)�� ������� "#$	 %���� ���

)�� �����+ �����'�������+ ������� ��������� ����������
� � �����

����� ��������	 E��!��� ��
�����+�� !�� ��)���� ������� �� ���'���

������� ���
���� ����
���� ������������ �� 
��2�����'�� ����!�����

�� ��!�� ���	 ������� ���!��� �������� �� -#/ � -./� �������� ������

����� �����	
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������ ������ �������� ���������������

���
� ����'� �� ��!�� ��� ������ ��� (���+'��	 �������� 4�:

��	 :	�	 5����)� E�0� .99A� m 89� �	 >a	

'����
������� @��
�����
 	 �	�
�������# #����� ���

����������� ��
	����� 	������ ������
 � ����
�����# ����#

h�����
�� �	�	

+
���! &����� K� ����'�	�	 �	�� ��������	�	 
? %���	�	

�,��% ���I ����� ��������� 
���
����� �
� ��/� �	
	���� �+

���� +
��

E��������� 
�����+ ����!��

Lu = εu′′+a(x)u′ = f(x, u), x ∈ Ω = (0, 1), u(0) = A, u(1) = B. "#$
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4�������� !�� ��)���� ����!� "#$ ����� ������������� ���� � x = 0	

%������ ���
�

SN, σ = {xi : xi = xi−1 + hi, x0 = 0, xN = 1, i = 1, . . . , N},

��� hi =
2σ

N
� 1 � i � N

2
� hi =

2(1− σ)

N
�
N

2
< i � N � σ = min

{
1

2
,
2ε lnN

α

}
	

h���� ��� ����!� "#$ ����)�� ����� ������������ ����������

LN
ε u

N
i = ελNxxu

N
i +aiλ

N
x u

N
i = f(xi, u

N
i ), 0 < i < N, uN0 = A, uNN = B, ".$

��� λNx u
N
i =

uNi+1 − uNi
hi+1

� λNxxu
N
i =

(uNi+1 − uNi )/hi+1 − (uNi − uNi−1)/hi
(hi + hi+1)/2

	


�� (��� ����� ���������� �'��
� max
i

|u(xi)− uNi | � C lnN/N 	

E�)���� ����� ".$ ��,�� ��� ������� �� ������ �����'��	 5���!��

���� �����'�� ��,�� ��&�������� ��
����� � ����� ��� ��������!���

�����	

���� n
 N 	 E�)��� ����!� "#$ �� Sn, σ � ����������� ����������

������ �����������+&�� ".$	 ����� �����)��� �� ������ ���������'��

0 +���� ��� ��
���	 4����'�� ���
��&��� ��� �����,���� ��!�����

��)���� �����
� lnn/n	 
���� ��������� �� Sn, σ ��)���� ����������

���� � ���� SN, σ � ����& + �������� ���������'��� 
������ �� ���
�

��)
��� �������� ���������� ��!��� ��� ���� ε	 
�� ���!)���� ��!�

����� ����� ���� ����� E�!������� -#/	 ���� N = kn� ��� k o '����

!����	 @�����!�� ��)���� ".$ �� Sn, σ 
�
 ǔn� � ��
,� kn = −n/(N − n)�

kN = N/(N − n)	

F����#
 �� $���' ε � N−1� )	� � ��J������� C� ,�	  �I xi ∈ SN,σ∣∣u(xi)− (knǔ
n(xi) + kNu

N(xi))
∣∣ � C k

ln2N

N2
.

��������� ��!������� ��� (
����������� �������,��+&�� �����

!����� �'��
� ��!������ ������������� ���������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,
� E==4� ����
� ##�9#�

99<8a	
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=�� ���'������ 
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'�� � ������������� ����� 
�� '�D = [R1, R2]×
[0, 2π] ����������� �������� ������������ ��������� � 
���������� "r, ϕ$

��������� �� ����������� θ(r, ϕ, t) � 2��
'�� ��
� ψ(r, ϕ, t)�

∂tθ = Δθ +G(ψ)− J(θ, ψ), J(θ, ψ) =
1

r
[∂r(θ ∂ϕ ψ)− ∂ϕ(θ ∂r ψ)],

Δψ = λG(θ), G(θ) =
1

r
(cosϕ∂ϕθ + r sinϕ∂rθ),

θ|t=0 = θ0(r, ϕ); θ|r=Rk
= 0, ψ|r=Rk

= 0, k = 1, 2.
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