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�
 6�	���������� ���	�	��� 75	��	��'	���	 ����� � �������

������	 '���	�� ���������� �	+	�- ����' ���	����'	���� ������7* ����-8	�

�� ���-�� �.9. 3�:	�� �0&���*  "� # �	�-:�-* !" !%.� ;< 9������ ���������

���	������ ��. ;.6.�	���+�* !" !. �   #�.
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���	�	��- ���&'�	� �	���� � ������� �� ��'�����	���� ���	�����	* �,�������

��������	* ���	���-��� :�������. �:�����&��- ������	�- �������- ��������

��� ���	����'	���� ������ � ������	���� ��'�����	���� �	�������. 5���	

�����������&��- �	��	��'	���	 ������� ����	�	������� ����	��* ��'�	 �

���������'	���	 ��	������	�- �	+	�� ���	��� ����' � �����'	���� ����	�.

BCDEFFGHIJK DL MNF 
�
 OPP�QRKKHSI TDILFCFIEF 7UNFDCFMHESP VSKFK SIG JFIFCSMHDI DL

IRWFCHESP SPJDCHMNWK DL KDPXHIJ WSMNFWSMHESP YNZKHEK YCDVPFWK7* GFXDMFG MD [.�.>SVFI\D

�]RCKD*  "� # =FYMFWVFC* !" !%

�	
����

UNF EDILFCFIEF HIEPRGFK PFEMRCFK SIG CFYDCMK DI EDWYRMSMHDISP WSMNFWSMHEK* SFCD�NZGCD�

GZISWHE* WDPFERPSC VHDPDJZ. UNF GFXFPDYWFIM DL WSMNFWSMHESP YNZKHEK SPJDCHMNWK SIG MNF

YSCSPPFP EDWYRMSMHDISP MFENIDPDJHFK SCF GHKERKKFG. UNF MNFDCFMHESP YCDVPFWK DI GH^FCFIMHSP

F_RSMHDIK* F`SEM SIG SKZWYMDMHE KDPRMHDIK DL VDRIGSCZ YCDVPFWK SCF EDIKHGFCFG.
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+	� 6.9.* ����	��� c����� d.�.* ����	��� ���������� 0.e.* ����	��� a	�� 6.(.*

����	��� f	��	��+�� 3.).* (��	���	� (.9.* 3��+������ �.6.* 3�&� (.0.* 0	�

�&�� g.).* 0�����	�� c.6.* h���� 6.5.* �������	�� 6.i.* a����� (.j.* ;����

���� c.6.* 5�������� 6.;.* 5�+�� 6.i.* i������� ;.g.* k�����	� �.;.
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�������� ��������� ��������� �������� ������ ��������� ��� ���

�������� ���������� ����� ����� ����

Δ�u+ ωgraddiv�u+ λ2�u = 0, λ2 = ρω̄/μ, x ∈ Ω (1)

��� ω = (1 − 2σ)−1 � σ � ���������� ��������� ρ � �������� � ω̄� !��

����� ��������� μ� ����� ������	 �������� ����!�� ���������� �����

��������� � ����� !���� ��������� "#$ ��� ������ �������� ������ ���

��!�� �u|Γ = 0	 %��� Ω ���� ���&���� ����� ��� (O, x3), x = (x1, x2, x3),

Γ− ��� �����'�� G− ��� ���������� ��� ��!����	 ��� ���� ���!���

���!����� ω� ���� ω = −1� �������� Δ∗ = Δ + ωgraddiv (�������

!��	 ���������� ��� ��)���� ������ ������ ����!� ������ ���������

�������!�� ������	 *���� ������ ����� �� (��� ������� +� ��,� ���

������ ����� ���������'�� ������ ������ ����!� ������ ����������

�� ���+&�� ����&���� -#� ./	 0������� �����������1���� � ������&��

����� ������� ��)���� ����! ������� ��2����������� ��1����� ���

�� �������� ����� ���!��� (��������	 3�� ��������� ��&����������

������������ ������&���� ���!����������� 2��'���� �� ����!��

��� !�� �����,���� ���������	 ������ � ���� ������� ������� � !��

��� )������ ����! ������� ��2����������� ��1����� ���� ����������

�� ����������� (������!����� ����� ������ ���+� ������ ��)����	

�������������� ����� ��� ���������� ���������� ������ �!������

�� �� (�� ������� 	 4��� ���� ���������� ��������,�� 5	 4	 6�����

-./	 7�� ���� �������� �� � ��!��� 89�� ����� ���)���� ���	 :��������

��� ���������� (��� ������� � (������!���� ����!�� �� �����������

���!���� ������� ������&�� ������ ������� �� �����+ (22�����

���� 	 0�������� �������������� ����!� �� ����������� ���!���� ���

�������� ��������� 6������� �� ���� �� .; ����� ������ �����������

���!���� (��� ����!� ���������� � .< ������ ����� �������	 � ����!��
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�� �����!���� ���������� ������� � ������ ���!��� (��������� ���

���������� ������� ���������� �� !���� ����� ���� ���������� ���� 

����� (������'��� ��� �������� �����)�����	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 ������� �� �� *�������� ��������� �����!���� ��������!����

2����	 :	� 
������:4=4� .9#9	 .>? �	

.	 ��
���	 �� �� @����� !��������� �������	 :	� 0���� #?<A	 8>> �	

������
 ���
 ������
�
��� ������ ��� ��������� ! 
 ��� ���

������� �	�	� 
������ �	�	� 
��� �	�	� 5������ :	:	� B�'�� �	@	�

������� 4	�	� ������� 3	�	� C���'�� :	D	

�������� ������ �	! �������� �� �� "� ��� #�� ���� �	����

0� �����,���� �������� > ��� ����� ��������� � ���� !�� �� �����

�����'������ ��������'�������� ��!������� ��� �������� ���� ���

)��� � �������'������ �����������	 �������� ���������� � ��!���

(�� ��� ��!��� (���� ���������!����� ���������� ��� �� ���������	

���)��)�� . ���� � E����� ������ �����'� �������� ���&���������

(���� ���������� �� ������	 ����� �� ������ � �����)�����+ (��

������'�+ �������� +���� 5�#99 -#/ � 4�: ��	 :	 �	 5����)� � ���

!��� .9## ����� ���� ���������� ��� ����!�+ ������� �&� ����� �

��������� ��������'�������� ������� � �����+ �!���� � � 04�F:GH

-./	 ������� ���)�� �������!��� !���� ��������������� ����������

���� � ������ ������ �����!���� ������	 �������������� �����

�����&�� ���������� ������� ��������� ��� � ����������� ���������

�����,���� ��� ��������� ��!������� ��� ������� � !��������� �����

������+ �����+&�� �+!���� �����,�����	

#$	 0������� �� �!������ ������)�+� �� ��������+ � �����'������

�� �������� +������� ���,���� � ���������� ��������� �����,��

���� �� ��������� ����� ������������ ����,�� ������� ���	 
�����

�����,����� �������� �� ������ (�������� �'����	 3�� �����������

��,�� ��� ��������� � �������� ���� 2���������� ��� ������!��

��� � ��������������� �� ��������� ���� ������	
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.$	 E�������� �����,���� ��� ��������� �������� +����� ����

���&�������� "���� �� ���+!���� ��$ ������� �������������� �����

������� ���!��+	 7�� ����� ������� ��� ������� ������'��	 3&� ����

���� ����,����� ��!������� ���� ������������ � � ���,���� ����

������ ��������� �������� ������ �����I�����	 0� ����� ���� ���

������ +���� � ��)��� ��&��� �����!����� (������������� � �F

����������� ��� �������� ��,�� ����� ����� ������ ����	 ������

'�� �� ������ ��������� ����� � ��� ������ ��� � ������ ���� � ��!)��

���!��� ����� �� ���� ������ �������+��� ��� ��������� � ������

!����� ��������� ����'����� �� ����� ��������  ���������������+

� '����	 0�,�� ������������� ������������ ����� ����� J����� ���K�

� �������� ������� ���� �����,��� ����� "��� �� �!�� �����$

���!)���� � ������ ����������	

;$	 �����!��� ��� ���� ��� ������,���� � ����� ������� �������

��� �������� +����� ����� �����,���� ��������� ����� !�� �������

���� ����� ������ � ��� ���������� � LMLMN � ��������� �� �������

�)�� �� 2�������������� �� ��� �������� J�� �!�� �������'������K	

@����� � ������ �� ��� ���� ������ 	 722�������� ����� �������

������� ������������ �� �������� LMLMN ��,� ������� �������

��,�� !�� �,������ 	 ��� �� �������� �� ��� ,� �� �!�� ��� �� ����,�

��� ���� ,��� � �� ����!��� ���������� ��������� �� ��� ,� �� �!�� 

���!����+&�� ����� ���	 � ���������!��� ���������� ��� ��� �� ���

�+!�� �����,����� ��������� ����� (22�������� �� � ����� �������

������� ��!������� ��� ���������	 0���� � ����������� �� ����

��� ���� �����2�� ��� )������� LMLMN� ������ �� ��!�������� �

����� �������� �B4� ����+��� ����� ����	 :� �� ������,���� � �

������ ����� �� (��� ���������	

E����� ��������� ��� ������,� E==4 "����� O #9�9<�9#;9.�P$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 QRRS�TTUUU	VWPX	YZT[\]TY^_^PY`QT ����� ����&���� 9a	9>	#.�	

.	 QRRS�TTUUU	R�SbPRcdYX_	YZT_dbZRWde_TbdXded_df�_ZS^Y`dXSZR^Y	QRXb



#

"� 
������#
 ��$ �
������� 	 ��������# ��%���� $
�
� �

�������#

�2������� 0	G	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

���������� ��������� ���� ��������  !��������� ��)���+ ����!�

� �������	 ������ ��� ������,�� 5	4	 6������ ������ ����� ����

����� ������ ���������+ � �����������+ ���������� ��� ����&�����

�!�����+&�� ��2����'�+ � �������� ������� ������ ��)����� ���

��!	 � ������ #?8a ���� �� ������� ����!� E������G�� ����� �� �������

!�� ���� ��������� �������� �!��� ��,� ����!�� ���������� ������	

�� ����������� ������� ����� ��+&�� ��������+ ��2����'�+ � �����

!��� ������� ��� ���,� ������,�� ������� � ��������  ���������+

��������� !��������� ��)���� ����&����� ����!� E������G�� �����	

"���#�$
��� ��������� #����#�%��� ������
� ����

���#��������� �����$


6��� B	�	� g��� �	h	� %�������� 3	�	� 4�)���� �	�	�

:��������� :	�	� 0������� @	�	

�������� $����� �	! ��������� �� ��"� ��� #�� ����

�	����


�� ������������ ����� '�������!������������!��� ������'��

��)��� ����� ��������� ������&�� �� >�� ���1�� ��������������������

���� � ��,���� �����!� � ��)��� ������ (��������,���� � ���)���

�����!�� ����,���+&�� ��)�� �� �������� �������	

7��������,���� �� ���)���� ����!��� ����������� �������� ���� �

��� ��&������ ����!��������� �� 2������� ������!���+&�� ����������

�,���� ������� ij	

� ����� ���� ��� �����,���� ��� )�� ���������� � ���������� �

ij ��!���+��� ������������ ���'�� � ���������� (������� �����)��

+&�� ���,����+	 3��� ��)�� ������ �� ����&����� ���������� ������

��� ������ �� ���� �����!��� ��������� �� ij� ������� � ����� �����

���� ���'�� ������� � ���������� ��� (���������������	 ����������



$

(���� ���������� ����� ��� ��� ��,���� � ������ ij� !�� �������� 

�����!���+ (�������!����� ������ � �� ���'�� ������� �� ��������+

� !���� ������������ ��������	 h��+ ��)�� �� �������� ���������	

5�� k;j� �������+&�� !������� ��)�� ������� ��������� �����

��� ������� � �!���� ���������������� � ������������ ������ �

'�������!������������!��� ��������� �� �����,��� ������ ��� ���

������������ ��� ���������� ���� ��)���� �����'��������� ���������

�������� ��������� � �!1��� �������� �������	 � ����& + ���� ���

����!���� ��� ������� ������)��� � '�� + ����� ������� ��� ����

����� � ���,���� ��������� (�����������	

6��� �������� !�� ��� ������ !���� �T� ��)��� ��������� ������

��� ��������� ������� ��� (��������,���� .a :
,� !�� ��1� ��������

(������ � .; ����	 � ��������� ��)��� ���1� ������� �����������+&��

����� ��)��� ��,�� �����! ��!�� >99�������� �������� (������� �

�������� �� �!1� ����,������� ������� ������.;<� � ������ (������

��!���� ����� ��,������ �� #a :
,� �	�	 �������� �� >9l	 ��(����

��������� ��)�� �������������� ����� (�������!��� ��������� !��

!���� ������������	

&�������	
��� ����
� �� 	��� 	 
����

6���&�� �	�	� B����� 0	
	� ��������� 
	�	

�%�#! &� ����'�#! ������������ �	��	�(��(�	��

� ��'� ���)���� ��� �������� ����&���� �� ������,���� �����

!����� ������ ���� � �������� !������ � ,������� -#� ./	 ����� ����

!�� ������������ ������ ��� ��!���� ���� ��,�� ������ ����!���

��+ �������� ����� � ����� ,�����!� ����'� -./� ����!�� ���������

���,���� ,������ �� ����� � ����� � ��	

� ������ ��������� ���������!���� �����,���� ��)���� ������

�� 0�� �������� �������+&�� ������� � ������ ������ ��� ����

��� � ��,� �������'�������� ��,��� ��!���� ,������ � '��������

������!����� ����� ������� �����!��	 7�� ��)���� ��������+� ����

��� ��� �����'�������� ��!���� ���� � �����	 4�������� !�� � �����



@

���������������� � ���'�������� ����� ������ ������� �� ������

-#/ ���������� � �����,��� �� ������ �� ����� ��T��	 7��� ���� ���

���������� ��������!���� �� ������ ��������� ���2���� �������	

���������!���� �����,���� ������ ��� ���� ��������� � �����

�����&����  ������� ������ ��� ��� ����� ������	 � ������ ���

��� ������ ����� �������!���� ����� �� � �������!��� ���� � �����

����+��+��� (����������� �� -./	 E�)���� ����!� � ������� ��� ���

��� ������ �������� ����� -#/	 � ������ �������� !�� (�� ����� ����

����+��� � �������!��� ���� ������ ����� ����� � ������� ��������

���������� �����!� � ������ + ,������	 � ����!�� �� ������� �����

������ ������ ��� ����� �������+� ��� ������!��� ��!���� ����� �

����� ������� �� ������� ������� �����!�	 :��������� �������� �����

�� ���� �������� ���'�������� ����	 ��� ����� ������� ��������

����!���� ���� ������ ��� '�������	 ��������� ���������� �����

���'�������� ��,���� ��!���� ,������	 5�������'�������� ���� �

������ ������,���� �� ������� �� ������� �� � ����!�� �� ������ ���

����� �� ������+� ����������� ���&���� ,������ � '�������	 ����

����� !�� ������ ������ ��� ����� � �������'�������� ������ ���

���� ����������� ������ ����� � �����	
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#	 $� �� )� G����������� ������ ���������� �������	 :	� :���

#?<;	 >99 �	

.	 ����� �� *���� +��!���	� "�*�� *�,��� �� ����� *	�	 �	� �����

�	
�	�� ����� ����! -�� ���� .�/� @ �������� ����� � �����

,�����!� ����'� � ����� � ����������� ��!��� ��)���� �����'��

������� ��������� ������������ � ���2������!���� ��������

����� TT 
�0	 #??A	 h	 ;a#	 m #	 �	 ##?n#..	



4

'((����	��� ��%���� ��
�	� $
�
� ��� �����#� )�#� 	

���
��� � �����
#�

6�������� �	4	� ������ �	4	

"0 ��� �� ���� �	�	 ��1#��� �	����

���� ��������2��� �2��� ������ Ω ⊂ R3 �������� ��������� +

������!���� ����� K �������� ���� ���������� � �� �����'� ∂Ω �����

���� ���!��n������ � ������� �� ���� �������� ������������ ∂Ω =

γ ∪D ∪N � ��� γ o ,�������� ��������� ����������� ∂K� �����,�&��

���)��� ������ � D � N o ���������+&���� �����������	 � ������� Ω

�������� ������ ����!� ��� ������� B���Δu−(1−2 ν)−1 grad div u = 0�

��� ν o �(22�'���� ��������	 0� γ ������ ������� ���������� ���)�

��� �������� σi k nk = 0� ��� nk� k = 1, 3 o ��������� ���)��� ����

����� � σi k o ������ �����,����� ��������� � �������� ��2����'��

uik = 1
2

(
∂ui

∂xk
+ ∂uk

∂xi

)
2������� σi k = E

1+ν

(
ν

1−2νull δik + uik
)
� � ������ E

o ����� D���	 0� D ������ ������&����� u = h� � �� N o ���)�

��� �������� σi k nk = Pi	 E�)���� (��� ����!� ��������������� �

����&����� � ������������ �������� W 1
2 � ���������� � ������ �����

�������+&��� �������� ���� ��,������� � �����&�� � 2����������

����!� 2��'�� h(x) � Pi(x) ��������,�� �������&�� �������������

����������������'���	

:���� ��)���� (��� ����!�� ����+&���� ��������� -#/n-;/� �������

�� ������������� u(x) � ���� ������� u = limN→∞ uN ������������ ���

��� �������� ������'�� uN =
∑N

n=1 a
N
k Ψk 2��'�� Ψk� k = 1, 2, . . .�

��,��������� �����������+&�� ��������+ B��� � K � �����������

������+ 0������ �� ∂K � ������+&�� �����+ � �����������+&�� ����

��������� ������� �� ∂Ω\γ	 ��� �� ���������� �������� ������� ���

����!� ��� ������� !���� ��������� B��� � ������� S = S2 ∩Kp '����

�2��� S2 ��������� � ���)���� ����� K	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "m#9�9#�99<;8$�

��������� 2���������� ��� ������������ @:0 E�0 m; � ���������

E�0 K����������� �������� �������!���� ���������J� ����� K@��
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����� ��� ��������� ��)���� ����! ��������!���� 2����J	
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#	 234567 2�8� q X^_Qb^__ X^RQdr cdY _dbfWes tdZerPYu fPbZ^ SYdtb^X_ We

;i rdXPWe_ dc `dXSb^v _QPS^ TT jQ^ wdZYRQ xeR^YePRWdePb ydesY^__ de

xerZ_RYWPb Per qSSbW^r [PRQ^XPRW`_� zrWetZYsQ� an? {Zbu #???	 |ddV

dc qt_RYP`R_	 M	 ;.;	

.	 "���	� "��� :���� ��)���� ������ ����! ��� ��������� B������

� �������� � ������� TT 
��	 E�0	 .99>	 h	 ;?8� ma	 y	 a8#na8>	

;	 9:6;6:<6=67 9�>�� 234567 2�8� jQ^ [ZbRWSdb^ X^RQdr cdY RQ^ }PSbP`^

^~ZPRWde We rdXPWe_ UWRQ SdbuQ^rYPb `dYe^Y_ TT ydXS	 q__W_R^r [^`QPe	

Per zesWe	 ]`W^e	 \	 ##	 .99>	 M	 ..;�.;<	

��������� #�������	
��� ����#������ 	��� �

����� $�	
���# #
��#
�������� ���������� *+,-. �©/01

6�������� :	�	1� �d_Rdf �	2� E�)����� G	�	3�

����� �� �	�	1� *������ �	�	1

1��** �+ ���� �	�	��
����
2�	��	����! ���,�	(����� 	�����'���! 1���� -�?
��%�

3�"���* �+ ���� �	�	��
����

������������ �������'�� �������� ��� ��!������� ��� ���������

����� ������!���� ���� � ������������ ������ �� ������ ����������

�������� ���� �������������� B������ �� ������� -#/	 @�������� ����

���&������� (���� �������������� ����+��� ������������ � �������

�����������1����� ���������������� !���� ��������� �� ���������� �

��� �����'�� ������+&�� � ����� ���� ��� ���!������������� ������

����'��	 7�� �������� �������+� ����������� (22������� ������

��� ��� ��!�������� ���������� �� ��������'�� ���!1���� �������

� �������+&�� ����������� ����������� ������ ����'� -./	 0� �,�

��� )��� �� ������������ �� ����'� � �,��� �� ����������� ������

�� �������� ��������!���� ��������� "�B�H$ ��)����� ����������



  

� �������+&�� ������� �����!���� ������� � ��������� �����������

��	 
�� ��)���� �B�H ����� ������ ������ ������ ���������� �� }N�

�����,����	 h� � �����'� �� ������� �� ��������� ����������� }N�

�����,���� � �,��� ���������� �������� ��� � ���� ���� ���������

���� �����������+&�� ��������� ����� � ������������ ����� ������

��� �����!��� ������ !�����	

E���������� ��������� ��������'�� �������� ��� ��!��������

#	 0� �,��� ��������� ����� ��� ��)���� �B�H � ������� ������

�� !������� ����� ������ ��������� MPYrW_d �� ��������!���� �������

��� xeR^b �© [PRQ �^Ye^b }WtYPYu "xeR^b �© [�}$	 E�)���� xeR^b �© [�}

MPYrW_d (22������ ������������� � ������������� ��� ������������

������� � ��&�� ����� + "�S^e[M$	

.	 �������������� ��,�� �������� ���'�������� (��������� ��I����

�1���� � ����� ������������ � ����� �������� ��������� [Mx	

*�������� (���������� ������� ����)�+ ���)����������� �����

��,������ ��������� "�� 89l$	 ��������� ����� ���� !��������� ���

����������� ��� �������� ������������ ������ �������+&�� �������

�������!���� �������� ������ �� �������,����� ��������� ����	

de9d�� a95j�(5/�l
#	 @A:<4A3BC:6 D�E�� @A:<4A367 F�F�� GB5<BH674 E�2� OZX^YW`Pb [dr^bWes

dc RYPe_W^eR _^W_XW` �^br_ We fW_`d^bP_RW` X^rWP tP_^r de RQ^ }PsZ^YY^

_S^`RYPb X^RQdr TT MZY^ qSSb	 L^dSQu_	 .99;	 \	 #A9	 M	 #.98�#..>	

.	 ��1	��� ����� ���	�IJ�� ��"� :���� �� ������������ ����'�

� ��������������� TT 4��	 ���)	 �!	 ���������	 :��������	 n #?<a	

� m #9	 n �	 ??�##.	

� ������#� ���������� ��%���� ������������ ��
�	�

$
�
� 2� ���
$
��� ����� 	���������3

6���� �	0	

�������� �������� �� ��/� �	
	���� �+ ���� �	�	��
����

3��� ���)������� �����,����� ����������� ��� +����� �������

��+��� � �������� �������� � ����(��������� �� '������ ����!���



 !

��� �� ��� !�������� ����� ����� ��&��������� ������� ������� �� ��

!���� ����� ������ ��!������� ��� ����������	 g������ ���� ����

'�������� ��������� !��������� ��)���� ����! ��������!���� 2����

� ��������  ��������+ ����� ������ ��!������� ��� ����������	

5 !���� ������ ��������� ������&����� !�������� ������ -#/� ����

��� �� ��������� ������� �� ������� � ������� ������� ��!����������

�������	 @������� �������� (��� ������� n ���������� �������� !����

�����)������ � � ����� ��� n ���������� ��������!��� ���������

��� ��  ���+&���� (�������������� J�������K �������� ��)����

����!	

��&�����+� ����� ����!� � ������ ���� ��2����'��� ��,�� ����

������� �� � ��� ��� ��� ��!�������	 h�� � (������!���� ����!��

�!��������� ���������'�� ����!��� ����������  �����������+ ��

�����������!����� �������� n )���������� �'��� ��������	 4���

�� ��� ���� ���� �� ����,����� ���� �,��� ������� ��&����������

��)���� ��������������� �� �'��� ���������� ������,1����� ��)��

��� � ������� �����������+&�� �������� �(22�'������ (������!��

��� ���������	

���������� ��!� ������ �� �������� �!����� ��� +������ ���

!������� ������ ��� 1���� ������� � �� ����� ��������� ��� ������	

� �1� �� ������!���� ������������� �����������!��� ������ ����!

��� ��������� B������� ����I���� ����+ n �����#J���? n �������

�� ���������'��	 � ��&�� !����� ��� ������� � -./	

E���� �������� �������� (��� ����! ���� �� ���� ������������ ����

����� �� ����� ��� ��� ���!�� ������ ��������� ������ n ��������

���  !�������� ������ ��������	����	�	 �!�����	

7�� � ����������� � ����)�� �������������� + ���������'�� ����

����� ��������  �������� terra incognita ��� +������ ��!�������

n ��  	�������'�	��� -./	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "����� ##�9#�

99#>8$	
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#	 ��
���	 ���� @����� !��������� �������	 :	� 0���� #?<A	 8>> `	

"2�� �������� :	p 4,���� EC
� .99.	 <>< `$	

.	 ���#� "��� 0�����&����� !�������� ����� ��)���� ���)��� ����

��������!��� ����!� 0������ ��� ��������� B������ TT ���	 ���	

,���	 .9##	 h	 a.	 m A	 �	 #.;>n#.a.	

" $
�
��� �
�
� �� � ��
����� ����	�� ��� ���#����#

#�������	
��� ���
#��� �� ��
������	������ �����	

$
��4���� �
����

6������� :	�	� �)���� �	�	

K� ����'�	� �	�� ��������	� 
? %���	� �,��% ���� �����

�������� �#,�������'�	! �������� � ������,���	!

��	&����� �+ ���� �	�	��
����


���� �����&�� ��������� ��!������� ��!�� ��� � �����!��� ���

����� � ����!� ������������� ������� + ���������� ������� ��!��

����,����� !����' � ���������� ������ ��������	 � (��� ���!�� ���

���� ���!���� �������������� 2����� γ(103 − 106) ��������  ��� �

)�� ���������� (�������������� ����� � �����+� ��������� �����

��� ��!�� ��� � �����!��� �������	

� ������ ��������+��� ����� � ������� ������� (������������

��� ������ !��� �� ��� �������� �� ������ ��������� ����������� �

����������� ��� 2��'�� ��� ��!������� (�����!����� ���� � ���

���'����� � ����� �������� ����2�'���������� ��������� ��������

��� ����,����� �����'���� �� ���� ���!����� �������� ������ !��� 

� �� ���������� ����� ���� ���� ������ !����' � �!����� ���+&���

2���� ����� ���� �������,����� ���� ���,���� !����'�	

��������� !�������� (���������� � ��������� � �� �����������

�� �������� ��!������� ��!�� ��� � �����!��� �������� �� � � ����

����!���� ��)����� � ���!�� ���,���� '�������!����� �����������

����,������ ��!�	 E���� ���� ������������������ '�������������� 



 A

����� ������� ����� �������� ������ ��,� ����� ����� ���� ������

����� � ������ ����!�� 2���� ������������� ������	

� 	������ ���������	���� �������
������� ����
 5����


6��)������ 5	�	� ������ B	�	� %�������� 3	�	� :�� )�� 4	�	�

g��� �	h	� 
�������� G	�	� B��������� :	�	

�������� ������ �	! �������� �� ��"� ��� #�� ���� �	����

0������� �� �����!�������� ������������� ������ � ��������� �������

����� ��������� ������� ����'� �� ��� ��� �������� �������	 @����

�� 2���!���� ���'������ ������ ��,�� ��������  ����,����+ ����

���� �������� ��������)������ �������'������ �������!����� ������

���������� ���� ����'�	 � ������ ��������� ����� ���� !��������

�� ������������� ��������)������ �������'������ �������!�������

�� ��!�� ��� ������ (���+'�� ��������������� ����	 � ������ ������

���� ����!� (���+'�� ���� �������� !�����!���� ���,���	 � ����!�

������ ��� ����&����� !�� ������!����� ����� �������!��+ �������

����� �����	 ����� ���� n ����2������ ������������ ����� ����� ���

����������� ���� !�� �� ��!�� ��� ������ (���+'�� ���� ��������

���������� ������,�����	 4� ���� 2���!���� ���'������ ����+����

��� � ����� ��������� ��� � ��������� ��������+&�� �������'����

��+ �����!����� ����� (�� ����������!���� ���'����� �������'����

��� ���� ����'� � ����������� �������'������ ���� ����	

*�������� ������������� (���+'�� ��������������� ���� ������

����� � �������� � ��������� ��������� � ������� ��� )�� ������ ���

)������ �������	 ��(���� ����������+� ������� ����� ������� !������

��� ���������� ������� ��+&�� �����,���� ���������� ��������

���������� ����������� (���+'�� ����	 h��� ������ ������������

� -#/	

� ����������� !�������� (����������� � ���������� ������ ���

��+������� � � � ��������� ���!����� ���������� �������� ������

���������� ���� ����'� � ���������� �� '���� ��������� � ������
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��!���� ����� ����������� ���� �������� !�� ��� ��������  ��'���

���'�� ��&����� "�����!���+ ��������� ��&�����$ � ������������ ���

!����� (��� ��������	
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#	 *�������� ������������� (���+'�� ��������������� ���� �����

'�	 @�!�� �� ��������� 2���������� ��� ������������ ��������

��� E�0 m .a J�������,����� ����2��� � (���+'�� ������������

!���� ������K� :	� 4�: ��	 :	�	5����)�� .9##	

��������� �������	
��� ��������	�	
��� � �����������

��������� ������	 � 4���	

6������� �	�	

�	���	! *	�� ��������#! )����,����! L����������� �	��	�(��(�	��


�� �������!���� ����&���� ��������� ���������������� �������

������� � ���������� ������'��� �� ������� �������������!����

������'�� � ��� ��� �� ��&���������� �����!��� �����	 E�����������

���� ����� � ��������������� m ����� ������'�� ,���� � n−m �����

��&�����

∂tui = −∇ · qi + fi, i = 1, . . . , n.

:����'������ ����� qi � 2��'�� fi ��� ���������������� �����

,���� -#/ � ��&���� ��������+��� ���������������

qi = −ki∇ui + αiui∇p+ ui

m∑
j �=i

βij∇uj, i = 1, . . . , m,

fi = μiuif0 − ui

n∑
j=m+1

lijuj, f0 = 1− 1

p

m∑
j=1

uj,

qi = −ki∇ui + ui

m∑
j=1

βij∇uj, fi = ui

m∑
j=1

μijuj − liui, i = m+ 1, . . . , n.

4�������� ��������� ������'�� ,���� ������������ ��������!�����

������ � ���� + ����� ��&��� "��������� � �(22�'������� lij$	 0��

���������� �����'�� �!��������� ���������� � �(22�'������� αi �



 #

βij "�������� ��� �����'� ������� ������$	 0������������ ����&���

���� ������� p(x, y) �� ������ ����������� !���� ��������� ∇p � �����

!�!�� !���� 2��'�+ f0	 :���� �!������� ������� ���������������

������������� ������ ���� �� �����'�+ �������	

������������ ����� ���� !��������� ������������ (���+'�� ����

������'�� ,���� ��� ����!�� ��&��� "m = 2� n = 3$	 0� �����'��

������ �������� ������� ���������� ������	 
�� ��������� ���� ����

��� ������� ������� �� ��������� �������� ��� ������ ����� ����

�����,�� ����� ���������!��� ������!���� ������ -./ � ���+���

����������� ��������� ���'�������� ��)����	
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���� "�*� :������������ ���������������n

��������� �����'�� ���������������� ������'�� TT 5���	 ������

������� � �������������	 .9## h	; m > �	 >88n><<	

.	 � 	��, "���5����������� ����,����� ��)���� ����������� �����

������ ������������ 2�� ���'������ ����'�� TT :��	 ������	

#??#	 j	 >?	 m a	 y	 #>.n#><	

&
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�������� #�������	
��� ��������	 ���
��������

�
$��%���� ���#����	 ����������� �
$����������� �	��
����

6�����1 0	G	� g�������1 �	6	� 0�����2 4	�	
1�$��� ��� �� ���� �������	�	� �	����

2��)� �� ��M�0�	��	���	�	� �	����

� ������ ������ ����������� ������� ��������!����� ���������

����� ���'���� ������������ �����)���� (�������� ����'������ ���

����'��	 @�I���� ������������ �������� �������� ������� ����

������ ���������� �������������� ��������� 
;9� ��� ������ ��&��

����+� ������ ����+����� � ����� ����,����� ����������� ���&��

��� (�������'��	


�� ����������� ����������� �����,�������2������������� ������

���� "0
�$ ������� ���!��(��������� ���!����� ����� ���� ���
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�������� � ���������+&��� (��������� ���� ��� ������'��	 ������

���� ���!��� 0
� � �������� '���� �����,���� "����'������ �����

���� $ � �!���� '�������,��� � �(��������!���� �������� ������

��� �������������� ��������+&�� (��������	 H!�������� �(�������

��� (22���� ��������� � ���������� 2���� ������'�� ��� �� �����

���������� � ������+&�� ������	 @��������� ���� ����,����� �����

������� ���&�� � ����� ���� ���� ���� ��� ������� ������ ��� ���

!����	 ����!��� �'��� �������!����� ���� � �������� '���� ������

,���� �� ������ ����������� ������� ����������� ������������ ������

)���� �� �����,�������2������������� ��������+ � �� ����������

�����,��������	

h�,� ����!��� �'��� �������!������ ��������� � ����+�������

�����!��������� ������� ���������� �����,��� ���� "����'����

��� �������� $	 � ���������� (����������� �� ������������ �������

���������� ��������� � ������ ��,���� ���������� ��������� �����

��� ����������� ����'������� ������������ �����)����	 ���������

��� ��� ����������� � �!���� �������!�������� ������ ���������

����'������ ���������	

%��� ����,����� ������������ �����)���� � ����� ���!��� �����

�������,��� � ����������� �� �������+� � ����+������� ��� (��

������'��� � �������� ��� �'��� �������!����� � ���� ��� �������

���������� .9999 n a9999 �������� '����	 7�� �������� �� �����,�

���� �� ����������� ���������� ������������ �����)���� ��������

������ !���� ������'��	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� =F� �0��!��� � ���

�!�����������!���� ���� ������'������ E�������� .99?�.9#; ����� �

��,� ������� E==4 #.�9<�99;AA��� #.�9<�9#.A9��	
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*�	&����� �+ ���� �	�	��
����

�	�	��
�����! *	�� ��������#! L����������� �	�	��
����

� ������ ��������������� ���!�� (�������������� ����� � ��������

!���� ���������� + �� ������� �� ��������	 4���� ��+��� �����'����

��� ��������� �����������+&�� ������ ����! � ��� (�����!�����

���� �E� �� � ���)����� ��������� � ���,������ B�����,� -#/	 ���

�������'�� �����������+&�� ������ ����! �� ������������������

�����(���� ��� ����� � ����� �������� �������� � ���)����� (���

������ 0������ ������� ���� �����!��� ������� ��������  �����

������������� ��������� ��(�������� �������� �������� ������

���!���� ��������� "�B�H$	 E�)���� ���� ������ ������ ������

������� (22������� �����'������ ���������� ��� ��������	

������������ � ������ ������ ���+!����� � ����� ������� ������

'������ ������� � ���������������� 5������� ���� � wL[�z]�

��������� � ������� ����������� ����'� � �!����� ��������������

������ -./	 
�� ��������'�� ����!� ����������� ���������� �����

������� ��� ��������!���� ��������� ����	 E�)���� ����! � ��������

���� ���&���������� ������� wL[�z]� ����� ��+&�� ��������!����

��� ������!��� ������������������ � ���������� �� �������!���� ���

������ 2��'��� ���!��� (�������� 0������ -;/	 
�� �����!���� (2�

2��������� ��������� ��� ��� )�� !���� ����������� ����� ������

��������!���� ����'�� �� ������ ����	

E���� ���� !�������� (����������� �� ����� ����� ��� � ����

��!���� ����! ���(�����2���� � ��* (�������� �������+� ��!�

���� � (22�������� ������������ �������	 � ������ ���������� �����

����� ��� ������������ (22��������� � ���)������������ ����������

��� ����������	 5���� ����� ������������������ ��������� ���!���

(��������� ��)���� �� ������������ ����� ���&�+&���� ����	
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#	 @6C: N� wWeWR^ ^b^X^eR X^RQdr_ cdY [PvU^bb�_ ^~ZPRWde_	 �vcdYr NeW�

f^Y_WRu MY^__� .99;	

.	 944= O� xR^YPRWf^ X^RQdr_ cdY _SPY_^ bWe^PY _u_R^X_� _^`der ^rWRWde	

]xq[� .99;	

;	 8CPB35H;Q6R N� q e^U _^R dc k"`ZYb$�`decdYXWes QW^YPY`QW`Pb tP_W_ cZe`RW�

de_ cdY R^RYPQ^rYPb X^_Q^_ TT xzzz jYPe_P`RWde_ de [W`YdUPf^ jQ^dYu

Per j^`QeW~Z^_� .99A	 \db	 a>� ed	 #	 MS	 #9A�##>	

6�
��$ #����� 	
���#���� ����


��S�� �	�	

�������� ������ �	! �������� �� ��"� ��� #�� ���� �	����

E�������������� ����� ��������� ������ �������������� ����� ����

��������� @
H .��� ������ �� ��������� x ∈ [0, 1]	

d2f

dx2
(x) = j

1 + f(x)√
(1 + f(x))2 − 1− a2(x)

,
d2a

dx2
(x) = j

a(x)√
(1 + f(x))2 − 1− a2(x)

,

� ��!�� ���� � ������� ���������

f(0) = 0, a(0) = 0, f ′(0) = 0 a′(0) = C, f(1) = f1, a(1) = a1. "#$

%��� f n (����������!���� �����'���� a n ��������� �����'����

j n �� � ����� "���������� � ��������$	 
�� �������� ���!���� ���

���'����� �� ��'� ��������� f(1) = f1� a(1) = a1 ��������� ��������� 

��!�� ��� ���!���� a′(0) = C > 0 � �������� j > 0 ��� !���� ���

�������� ������ ������� "#$	 �������� ������������ ���!���� ���

��������� � �������!������ �� !��������� ��������� � � �� ��)����

�� �����!��� ��!��� �� ���� ��������	 :� ���� ������ ��)���� (���

����!�	 0������ �������!���� �������� ������� ����������� A� �����

��� �����,���� ���!���� B� � �������� ��22�����2��� M : A → B�

������ (22������ ��!�������� � �������� ��� ��!���� +	



!"

���.  < 0���	�������� M : A→ B.
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��!���� �������� ��&�����	 ������ ����� ���������,�������� ���

����� � �� ����!��� ����'���� ���� ��������� �� � �� ������� ����

������� ��&����� � ������� ����'���� ��� ��������	 3��� ��'������

'�� ������� ��� �������&�� �������� ����!���� ���!���� n ���

&����� �����)�����	 :����� ���!��� ������� � ������ ������ ��,��

�+��� �� ���������� �������� ������+� ��&���������� �����������	

4���� �������� ������ ��������� ������!���+&�� ����� �����,�����

����� � ����� ����������� ������� ����� ������������ � ����� ��!�

���� +	 4���� �������� ������� ����� ������+&�� � ��!� ������
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!�� ��������  ���,���+ ������ � '����	 :����� ���!��� �������

� ������ ������ ��,�� ���� �� ������������ ���������� �������� ���

������ ����� -#/ ��)��� (��� ����������� �		 ������+� � ��)����

��� ��� � ������ �������� ��� ����� !��� ��������!���+��� ����

������� �,���� � �����,����	

������������ ����� ����� ���!��� ������� ����'����� ��� ����!��

�� ������� �� ������ ������� �������� �!�� ���� ������������ ��!����

��� �����)����	 ����������� )��� �� ����)���+ ��!����� �������

����� ������� � ��������� ����������� ���&���	 � ������ �����

����!�����+��� ������� ������ 2����� ������ �����,���+��� � ���

�����+&�� �!���	 ���������� �������� ���&���	 ���������� ������

��!���� � ���������� ���&���	 ������� ������ ��� ���!��� ��������

��� ���&��� � ��� ���!��� ���� � ���������� ���&��� ����������
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���&��� � ����� � �������+&�� ���������� ��&�����	 �������!����

��)���� ���������!��� ��� ����������� �����)������ !�������� ���

������ ����� ������ ��� ���!���� ���� ���� �����)���� � ���������

��&�����	

0� ������� ���!��� (�������� ��)���� ������� ������&����� ���
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E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 GE�0h m�#9�
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� ������ ��������� �'��� ������ �������� ����� �����&������

2��'������ �����)����� �� ����� ��������� 2��'������ �����)���

��� ����������� �2���!���� ��������� 2������	 H������� ������

��� � ����� ���� ��������������� ������� �� ���� ��!������� �����

��������� ����� ��������� 2������ � ��������� ��� �������+&��

����!��� ��������� ����� � �������� �������� ���������� ������,��

��� ��&��������� !����	


��� �'��� �����!���� �����)����� ��������� 2������ ��� ��

�������� �� �������� ��+ 2��'�+ �� �����!���� )��� �����������

���� ������������ ����������� ��� 2��'��	 ����!����� �'��� ����

������ ��� ������������ �����!���� �����)����� �2���!���� ��

�������� 2����� � ���!�� ����������� ��� 2��'�� �� �����������

���� �������� �� ����������� �����!��� �2���	 0���� 2��'������

�����)����� � �����,����� ����������� ����� ������������ �����

�������� � ���� ����,���� �� ������������ �������!��� 2���� ��

����� ��������� 2������	

��������� �'��� �����!���� �����)����� ��� �2���!���� ����

������ 2������ �,��� �� ������ ������������� � ������ ��������

����� ����������� 2������ G����� �� ��������� �2��� � ����������

������������ � ����������� 2������ ��������� ���� �� (������

(��� �2���	 ���� ����� ������� ������������ � 2m2 ������ ����,��

��� ��� ���� ,� 2������ ��!�� �� ���� �2���!���� ��������� ��

������ 2m− 1 ��+!���� ��	
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�%�	�	 &� ����'�	�	 ������������� �	��	�(��(�	��

E�)����� ���������� ���'�������� ����!� ����'�����22���� ��

���)������ ������������� �������+&�� ������������22��������

���'���� � ������������ �����	 %���!� ����������� ����������� ����

���� ��������� ������� ����	 0� ������'�����!�!��� )������ ������

���� ���!������������� ��������������� ���������'�� ������ ���

��!�� �������� ��������� � ������ -#/	 h�,� � -#/ ���� �������� �����

��!���� �� �(22�'����� ��� ����������� ������� ������ � ������

�� ����&������ (������!����� ���������� �������!��� ��� ����������

�����'������� ������ x}N������,���� ��� ��)���� �������� �B�H	


�� ����������� ������ ������!���� �������� ����(������ ������

'������ ����� yL�x}N� � ����� ������� ��22�������� !��� �B�H

��)���� �����'������ ������� yL "������� �����,����� ��������

���$� � ���������� !��� �B�H ��)���� �����'������ ������� x}N

"������� ��������� }N������,����$	

����������� ����� ���� ������ ������� x}N � yL�x}N ��� ����

��!��� ������� �(22�'������ ��� ���)����� ����������� � �������

��� ����'�����22����	 :���� yL�x}N ����������������� (22��

�����+ ������ � ������������ ����� � ���!�� ������������ ������ ��

���'�����	 @���� ����+������ �������� ��� ������ � ���!��� ���� !���

�� ������������ ��������� � ��������� 0.1 < κ < 1� � ��� ��� �

)�� ���!����� κ � ���!�� ������ �������� ���� ������������ �����'�

�B�H	
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����� ������ �����&��� ��)���+ ���������� ����!� ����� � ���

��& + ����2������ ���!��� (��������� ������,����� � '��� ���

��� 5������� � B������� -#/ ��� ����! ������ ���������	 � ��� ����

������,��� ��� ��������� ������� � ��������� ���� ����2������

���!��� (�������� ������� ������ �� ���������������� ��� �����	

h������!���� ������������ ������������ ������,����� ���!��� (���

������ �� ���+!����� ����� �� �����!���� ���� ���������'��

��������� ������ E�������� � h���� -./	 � ����!�� �� ���������� ���

����� ��� ��)���� ������+&�� ����� ���������'�� ����!��� ����!� �

�������� �����'�� ����� ������ ������ ��)���� Mq�ix]� �� �������

��� xeR^b [�} ��� ���������� ���!���� �� ��)���� � ��&�� ����� +

� ������ ��)���� [Z[M] ��� ���������� ���!���� �� ��������� ���

������	 � ������ ������������ ����� ���� !�������� (������������

�������,��+&�� �������!���� ������ � ������������ ������,�����

(��������  ����!� �����	 y�������� ��� ������ ������,����� (���

������ � (�������� E���������h���� �� ����� �� �������� ��������

������� !�� (�� (������� ��������  ����!��� ������� � ����������� �

�� ������ � ���� ,� !��������� ��������������	
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G������ :	6	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

� ������ ����������� ����,�������� �����������!���� ����� 

��������������� ��������������� ������� + ������������ �������

������&�� �� ��������� (�������������� ������������ "7:G
$	

����'����� ��� ���������� 7:G
 n ������ ��� ���������� (���

���!����� ���� < �� ����� ��� ���������� ������� �������� ����&���

���� ����� @��� ���!���� < � �+��� ��!� ������� �� ���!���� ����� �

��� ���������� �� ���� �������� ������� ��!�����	

0���!�� ���������������� ��������� � 7:G
 n ������ ��������� �

����� ��������  �����������+ ���������� �������� ������ "� !����

������ �����1���� ����$� � � ������ n  ���������+ ��22���� �������

���� ����� �������������� ��������� ������ +	 ��������� ���������

����� ���������� ��������� ���������� ����&�� ���� � �����������

�������� ����� ���� � �������������� �����1���� ����� ����!�����

!�������	

� ����!�� ������������ �������+ ��� ������ K����'������ ����K�

� ����� ���� ������ ��� � ����������� ��2�����'�� ����'����� �� ���

��!����� �� �������!���� � �����!���� :G
	 0���,����� ���������

��� ��2�����'�� ��������  ����� ���������)���� ��!���� �,����

����� ���� � ���'��� ��� ���� ���	 H�������� ��� ���� ��!���� ����

+� ���)����� ��� n (������!���� � ��������� ������� � ����������

!���� � ������������	 
�������� K��!����K �����������+� �������

��2�����'��� � ������������ n �����,�����	 
�� �����������!��

��� ����! ���� ���������� ��������  ��)���+ ���� ��������� ����

���� ������ ��������� �� 2��'�� ���������� ����� � ������� ���	
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H�������� G�(�����2������ � �����!���� :G
 ����!�+��� �� �����

���������� � ������ ������ ��� ��������� �c/L0  1 "�c = c/ωp n

������� ������ L0 n ���������� �������� ���)��� ����!�� ωp n �����

������ !������$	

0� ������� ������� ����� � ��!���� ������ �����1 ������� ���

��� ���������� ���� �������� !�� ����� K���������K ��������� � �����

&1���� ����� @�� ��������� �� ��&��� �������� � �����,���� �����

�� � ����� )������ ∼ lc	

0����� ��� ���������� ���� z ��������  ��������+ ����� ����

��� 2���!��� ���������� ��)����	 �������� ����+��� ����������

��2����'�� ����������� )����	 � ������� ������� ���� ��!���� ���

��������� B	4	 �������� � �����!���� :G
 n �	G	 5��������	 �

����,�������� 7:G
 ������� ���������� ��2����'�� )���� � ����

����� ��� ������ ��������� ������� ���	
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G������ :	6	� h�+���� �	�	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

5� ��������� ������ �� 2�������� ������ ����&�� � ����������

������ ���� ����������� ���������� ����� �������� ��!��� ��)�����

��������� ��������� ������������	 7�� ��������� ���������� ����

������ � ���������������� �����&���� �� 2�������� ������ ��������

������ �������������� (22����� "��������� � �����������!�����

��������� � ���������������� (�������� � �����$� � ������'�+ ����

������� (�������� � ����� � ������ ��������+ �� ������� ����������

������� �� ������ ��!���� ��)���� ����������������� �������������

������!���� ���������	 � ������ �����&���� �� 2�������� �����

���!����� �� ���� ��!���� ��)���� ����,�������� ��������� (������

��������� ������������ ������ "7:G
����������$� � ������ ��I1��

�!�����+&�� ����'�+ (��������	
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� ������ �������� !�� ������ ���������� ����������� �����&����

�� 2�������� ����� ��������  �����������+ �������� ����������

������� ����������� ��22����'��� ��� ��������� "@
H$ �� ���

������� ��������� ���������� �����	 ��� (��� ��������� ����� ��

������� �� ����������������� (�������� � ����� � ����������� �� ���

(����	 ��� �!1�� ��������� ������� �� ������ (���� ���������� �����

��� �����2����'�� ��������� � "��!�� ������� +$ �����!���� (����

��� � �������+ (�����+ (�������� � ������ ������ ���� ���������

��� ���������� ��� �!1�� �����������!���� �������� (�������� �

�����	 0� ������ (���� ���������� ���!���� �� ����� ������ ��� �����

��'�� ���������� (�������� � ������ ��� ������ � �������+ (�����+

���������� �������� ��������� ������ �����!���� (������� � ����

������ (������ �� �������� � ����� 2������ ���!����	


�� ���!���� ����������������� �����&���� ������,��� ������� ����

������� ����� ��)���� 7:G
���������� �� ���������� � ���!�� �����

�� ���������	 � ������ �'��������� ������ ������������ �� 2���

������ ����� � ������� ������� �� �����&���� !������ �� 2��������

������ �������� ����� ���������������� (�������� � (���������

�������	 h�� �� ����� ����� ������������ ������ ������ !�� ���� ���

(��������� ������ ���,�� ��� �� ������� ������ ��� )� ��������

!����	 ����������� ��������� ����!����� ����� ����� � �������!����

����� ������ � :G
������� � �������� ������ ��������� ������ ����

��,����� ����������� ���� ��������� ������ � 7:G
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������� � �����,��� ���������� !���� ����	 @�������� �����������

����+��� ��������� 7����� � �������� ������������� � 2��'�� ����

��� ��������� ���2���!���� ������ ������� �����2���	 @���,���

���� ������ �������!�� �� �������������� � -#/� � �������� � -./	 �����

���� ������������ �� ������,���� ���� ������������� �� ���!������

� ,���� !����'��� � ��� ��!������� 2��'�� ��� ����� ������ �����

G�������	 
�� ���������'�� ���� ������������� �������� ���������

������� �� (����������� �!���� � ������ ��� ������,����� �������

������ )�� �������� ���������� ���� �� �������	 ����!����� ����

���,���� ��������� ����!�� �������!��� ���������� �(22�'����

�� �����,���� �������� ������� ,���� !����'	

� ����& + ���� �������� ���!���� ����,������ ����� ������� ����

��!��� ������������ �� ������� ��� ��!������� ������� ,����

!����'� ������,��� �������� �������&�� ������ ��� ���������������

��������� ������	 @������ �������� ��� �������'�� ���������� (����

�������� �� ���!��� �����,����� �������� ��� �����!��� ��������

��� !��������� ������	 E����� ������ ������+���������� ����� �����

�� ������������ ����!� ��������� ����� ��� ,������ ���� ����

������ ��� ���� -;/ � ���!����� ������� �������� ��� ����� ���

�������� ��2�����'��� ���������� ����� ����� � 2���!����� (����

��������� ->/	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "����� ##�9#�

9989<$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 E676;Y:<AC 2� Z�[ 83\AC ]�8� OZX^YW`Pb _RZru dc Pe WefW_`Wr We`dXSY^_�

_Wtb^ �dU RQYdZsQ P `QPee^b dc �eWR^ b^esRQTTxeR	 {	 OZX^Y	 [^RQdr_

wbZWr_	 .99?	 A9	 O	 #.	 M	 #;#a�#;;;	

.	 *	�	����� "��� ������� ������ ������ � �!���� ��� ���!��� �����

�� ��!���� ����� ��� ���,������� ,������TTg	 ��!	 ���	 �

���	 2����	 .9##	 h	 a#	 O	 A	 �	 ##;;�##>8	

;	 E676;Y:<AC 2�Z�[ @6;PY3A5 F�D�[ 234=ARA;67 2�F� MbPePY WefW_`Wr �dU_

We P `QPee^b dc �eWR^ b^esRQ� UP_QdZR� RYPSSWes Per _^bc�d_`WbbPRWde_ dc
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fdYRW`WRu TT {	 wbZWr [^`Q	 .9#9	 \	 Aa?� S	 >.9�>8.	

>	 X;AB3ACP G�[ 74C ^BA_5H E� `� a�[ ]AbCB; c� }PtdYPRdYu ^vS^YWX^eR_

de XZbRWSdbPY fdYRW`^_ We P YdRPRWes �ZWrTT MQu_	 wbZWr_	 .9#9	 \	 ..	

9?>#9>	 i�x� #9	#9A;T #	;><#8?8

��
$#���
�������� #����� �������� ��	�%�� �
�
���

G�� ��! �	�	

��1�	���'�#! ����� 	�����'���! I ���#! ����������� ( ��K��

�	����

�������������� ������ ������,��� ��)����� '�� ����� �� �����

�������!����� ������������+ � ���!��� ����������� ��2�����'��

������ � ��������� ����	 
����� ������ ������ � ���������� �������

��� ����)� ��� ����,���� ������� ������ � ���+ �!���� ������ �

��������� ������������ ������������� �������� ��� �������'�� ����

���� ���������� ����,���� ����!�� ��&����� ��� ������������ ������

� ������� ��������� �������� ��������� �����	 �����������!����

������ �����������+��� ��� ������������ ��2�����'�� ������,���

��� �	4	:�������� -#� ./� � ��� ��������� � (�����!���� �����

�����+&�� ��������� ����� �����,��� � ���������� ��I��	 :��������

!���� ������ ������� � ����!�� ������ �������� �� ��������� �����

��� ����)��� ���� � ����� ��+� ��������� ��������� �����������	

E���������� ��2�����'�� ������� (�����!����� ��� � ���������

�� ���� � �������� ��)� ����)�� �������+��� ����� �����������

��������� S� �������� + ��� > � �����,������ + ���� ?� �����������

��� ������ ����������� :G
 � ���������� ���������� � �����������

:�������	 6�� )�� ���!����� ����� �����������+� ����)� �������

+&�� �� ����� ��2�����'�� ���������� � ������� ������� ���������

��� ����� ����&��������� ��������,���� �������+� �!���� ���� ����

�����!����� � ��� ��������!���� ������� ������������ 2���!���

��������  ���������� ������ ����!�� � ����� �������� ��22��

���'��� ��� ���������� (������!����� ���� ��� 2��'�� ����������

����� � ���������� G�(�����2������-;� >/	
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� �������������� ������ ��������� ��� �������� ��2�����'�� ���

��)���������� �������-a/� �h���������� � ���������������������-A/

� �� ������������� � '������ ����2��'��� ��� ������ ����,�����

��� ������� ��� ������ ��2���'��� ��������� � ��������������� +

��)���� ����! � �������p ���!�� ��2�����'�� �h��������� � �����

"������ ���� � �������$ �������� ���� ����������� � ����p �������

��� ������ ������������� ������� ���������� ���� � ��������� ���

� ��������������������� � ���� �����!��� ��������� ���������!����

������	 �� ���� ���� �������� ����&����� �������� �� ������'�+ 

�����������+� (�����!����� ��� � ������� �	�	 ��� ���������!����

�� �����'�� ���������� ��2�����'��	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 �	�	�	� ���� @ �������� n ���������� ����)�� � ����������

������� ����������� TT=��	������� #??.	 h	#<	 ���	;	 �	;9a�;#A

.	 �	�	�	� ����� �����'�� "�"� @ �������� � ����)�� � �����,�����

�� � ������ ����������� TT H=0� #??<	 h	#A<	 m##	 �	##a;�##?>

;	 -�&���	� "��� @ ����������� ������������������!���� ��2��

����'���TT g7h=� #?a8	 h	;;	 ���	 ;"?$	 �	 8#9�8..

>	 E;4= ^�� GYdAC ^ kurYdXPse^RW` ^~ZWbWtYWP Per cdY`^�cY^^ �^br_ TT

MYd`	 .�er NeWR^r OPRWde_ xeR	ydec	 de RQ^ M^P`^cZb N_^_ dc qRdXW`

ze^Ysu� L^e^fP	 \dbT;#T MT#?9T ydbZXtWP NeWf	 MY^__� O	�	 #?a?

a	 ����������! ��"�� �����	� $��� �����������!���� ����� ����

������ ����)� �G������������ TT g�:�:=� .9#9	 h	a9	 m#.	

�	.#<>�.#?>

A	 ����������! ��"�� T���� ����� ����!�	�� ���� �  ��*��������

������������� ������ �������� )����� � ������������ � ������

,������ � ������ TT =��	 ������� #??>	 h	.9	 m;	 �	.<>�.?.
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�
�������������#�

������	
��	��#� ��#
#� 	������ ��������

G�����'�� �	G	� :����� :	

�K)�� �	����

� ������ ���� �������� �����������!���� ������������� ����

������ ��!����� -#/ ��� J��������K ���!1�� ��������� ��!���� �,��

������� ����	 @�� ������� �� ������ �������� �����������!���� ���

����������� ���� -.� ;/	 ��������� ����� �������� ���!1��� ��������

��� �����'�������� ��!���� � ��������������� �������� "� ��� !����

�����������$	 E���� ����� ������ � �����!����� + � ����������� +

��)����� ������� ��� �����+ ��!���� �� ��1� ��!����� !�� ��������

��,��� �� ��������	

*�������� ��)���� J�������K ���� �� 2������ ������� ����� ����

+� � ������&�� ����� �������� ��� �������	 =���� ���!�� J��������

����K �� ����� � ";�a$ �!��	 ��������� ����� ��� (��� ��,�� ����

!���� �� ���� )�� �� "�� .9l � >9l$	 
�� �������� �����,���� (��

�����������	 :� ��������� !�� ������������� ���� ��� ���� ��,�� ���

����� �����'�+ � (��� ������� ��!������� ��� ��������� � ��!)�+

�������	

@�������+&�� 2������ ��)��� ������� ������ ��� !�� ���!����

��)���� ���������!���� ��������� ������+��� ���� �����������!��

��� 2������ � ���������� ���� �� ������� �� ������!���� � �������

2�������	 ���������� ��� �&���� ��� ���������� ��������� �������

����� "� �� �������� ��)�����$ ����� ��������+&�� ���!���� ��� ��

!����� ��)����	

:� �������� �� ��2	 ��������� � ������� ������ ���!1�� ����

������ ��!����	 @�� ������ ������� � ������� ��)������� !�� ��

����� ������ ��� ����! ����� ����	 � !��������� �� ������ ��� 2���

�� ��� ���� )���� �������� �!�� �� ��&������� �� ��������	 5����

���� ��2����������� (���� ���� ��������� ����	 4� 2���� �������

������� ��� ����� � ������� ������ ���������	

5� ��� ��������������� �������� ����� + �������� "��� �������
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��� ��!����$ ���,�� ��� �������� ��� ���������� ��+!�+&�� � ���

�� ���� ��� ��!��� ��)���� � ������ ������� -.� ;/	 � ��2	 ����������

��!���� � "R�v$ �!��� ����������� ���������� ���� ��� !����	 5������

��!���� � �!���� �!�������� ����!�	

��� ��,���������� �������� �� ������������ ��22����'��� ���

2���� ������  ������������ �������� ���� �������� ����)���� ����

��&���� ������  �����&����� 2��'��	 ��������� ���+� �������

���� ��������	 
���������� �������!���� "������������� $ ����

������� ������������ (��� �������� �� ������ ��������� � ��������

� ��,� �� ���������� �� ��������� ���� �����&����� ����!������

��� ������� �������	 
������ ������� ��������������� ������������

!���� ��� ����!����� 2���� ���������	


�� ����)���� ��!����� ������� ����������� �� ����!����� 2����

���������� ���� ������ ��� ���	 ���������� !�������� ��)���� ���

!�������� ���� �� ���� ��!�� ���!1���� �������	 ���������� ���� �

��� ��!��� ��)���� "������ �������� ���� �������$ ��� ��������������

���� ������!���������� ����������� ������ "� ����������� �� ������

���� � ���������� ��� ��������������� 2����$	 5�,��� ��)���� ����

���� ����� ������ �� ���� ������� ��� ��&����������	 � ����� ����'��

���� �� ��� ���2����!���� ���������� ��� �������������� ������

�������	 :� �������� ��,� �� ���� ���������� !��������� ��)����

� �,��� ��!������ ������� � ������������	 � (��� ���!�� ��������

���!���� ��� !��� "������ ��������$ ����!������ � ������� ��!����

��)����� � ��������� ���,����� ��!���� 	 4� �������� ����� ������

������ �� ������� � ������������� ���������� ���� 2������ ������

����������� �������� � �!1��� �������� ����� � ��!���� )���	

h��� ���������� ����� ������!���� �����������	 @������� ����

��� ������������� ������� ���!�� �������� 2���� ������� ������

��!���� �� ������ ����� ��������� �� ���� ��������� �������	 7��

��������  ���������+ ���������� ��!���� �� 2������	

� ����� ����� !�������� ��)���� ������+� �����!����� + � �����

������� +	 7�� �!����� ����+��� ���������� ����'���� ����������
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����� � ����	 � ����� ����� ������ ����� ��� ������,1���� ������

'�� "������ ������� � ���������� ���� 2����� ������������$	 5�,�

��� �� ��� ������������� �������� �����!������ � ���������������	

3����������� ��)���� ������+� (���� �!�������	 �� ��������� �����

��������� �������� ���!1�� ��!���� � ��������������� "� ��� !����

�����������$ �����!��� ��������	 E���� ���� ���!1��� ����������

� ������	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 *�� ��1��! "�*� 5������������� �����������!���� 2���� ����

��� ���������� ����)��� ����� � �1 �����,����	 @�������� ����

������ � �����)������ ���������	 .9##	 �	#<� �	#	

.	 *�� ��1��! "�*� 
������!��� ������� �����!������ ��� ����� ���

�������� ��������� ��)���� ������� ��������� 7�����	 TT 
�0�

#??<� �	;A.� m;	

;	 *�� ��1��! "�*� 0��������� �������� ������ ���������� ����)�

��� �����	 :	� TT 4��	��� �������� .99?	

B	�#����� ��%���� ��
	����� #����� 	���! �����	
C���

	��� 	���� �
 �����


������ �	B	 ����� �	�	

L���'���! �	�� ��������#! ����������� ����! �		
J���I�

e�������
���


�� �������� ��������������� ������� ���� ����� ��+��� ��� ���

����� �� �����!���� ��������� ����� ���� �� ������ ������ ����� �

��� ,������ -#/	 � ������ -./ ��������� ������������ ��� �����!����

��������� ����� ���� � ��� ����!�� ���� ���,���� �����'� ����� �

���!���� ������� ,������ �� ���	

� ������&�� ������ � ����� ������ ����� ���� �� ����������� -;/

����������� ��� �����!��� ��2�����'�� ��������� ��!����� ������

�+&�� ��� ������ ����� �� �����	 �� ���� ���!��� ��)���� �������

������ ��!�� ��������� ����! ��������� � ���� ������ �����&���� �
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���������� �����'� �����	 0������ ����� ���,���� �����'� �����

� ������� �������� �� ������ ����������� ����������� ������ ���

!���� � ����� ������ �������� ������ ��2�����'�� ��!����	 h�,�

��������� ����� ���,���� �����'� ����� � ������� ��!��	


�� �������� ������� ��� ������������� ���������� ����� ������

������� ���������� ����� ������� ������� ��� ������������ ���� �

���������� ��������� ������ 8 ->/	 E�)����� �������+&�� ������ ���

������� � ���� �����&���� ������ � ���������� ��������� �����������	

E����� ��������� ��� ������,� E==4 "����� mm ##�9#�99#?<$	

de9d�� a95j�(5/�l
#	 f����I�	� *���� -	��� ����� �������� "���� -	���� ����

*�������� ������������� ��!���� ,������ � �������������� ����

����	 0���������� 4����� �@ E�0� .99#	

.	 ������ ��$�� ���I
�� ��/�� f����I�	� *���� �	�� ��K� 4��

���������� ��)���� ��������� ����� ���� � ���������� �����,�

��� ����� ����� TT ��!������� ��� �����������0�������S��.9#9	

h	#a	 m A	 y	 #?�>#	

;	 ������ ��$�� ���I
�� ��/� :�������!���� ������������� �����

!���� ����� ���� ���� � �����	 0���� 0���������� .99a	

>	 ���������� ����� �	�	��	�� ��f� ���������������� �������

��� ��������� ���� � ����	 :���� ���������� TT h����2���� ���

���� ����������� .99<	 	 >A� m .	 �	 .9A�.#<	

=���������
� 
�������#
��� ���$�
��� ��
�����

����	�� ��� 	����	��� ��
	�����


��������! B	3	� 5������ 0	�	� ��2����� 4	B	

�	��	����! K����	()����,����! ��������� �	����

�	��	����! ���,�	(����� 	�����'���! 1���� -�?
��%�� �	����

������!��� �����!��� ������� "�GH$ ������!���+� �����,����� ����

��� ����,���� !���� ������� �����'� ��!������� ��� ������� -#/	 
�

���������� ������� ���������'�� (��� �������!���� ������� � ����

������ ����!�� ���������� �� ������ ������� ��!����� �� �������
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� ������������ -./	 ���������� ���� ������� ������ ��!������ �����

����+&�� �������� ���'���� ������ ��!������� ��� �������� �������
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������ ���������� E�0 �=���������� ��� ���� ����'��� H��������

������� ��,���'����������� ������	
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de9d�� a95j�(5/�l

#	 ��"� ��� "�*� $���	�� W�G����� ������ � !�������� ������ ���

)���� 2��'����� �����22����'��� ��� ���������	 E���������

� �����!���� �������	 :	� 4,���	 .99>	 #>9 �	

.	 ��"� ��� "��� �	�#���� e��� n	!� +��� ��	�� *��� �� :��

������!���� � ��� +������ ������������ �������� ����! ����

��� 2��'����� �����22����'��� ��� ���������	 3����������	

H��� ��� 2������ ��� ������������ .9##� #9; �	

;	 ��"���� ���� ����	����!� :�������!���� � ��� +������ ���

����������� ������ � ��������������	 3����������� HGhH�H�4�

.9#9	 #;> �	

>	 "�f���	�� ��"���� "����	�#���� "�*�$���	�� �����	�	 ��(

���� �������!���� �������������� ����������� ��� ������ � ���

������������	 3����������	 4����� H��� ���� 2������ ���� ����

���������	 .9#9	

"� ����# ������ � �
����� ������������� ���


5����� 0	0	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

5� ��������� ������!���� �� ��� ���!���� �� ���������� (����

�������� �� � #?AA ����	 ����� ����� (���� ��!���� ���)�2���� ���

��� � ����� �������� ������!����� ���	 G������ ��I�� ������������

������ ��,� ����� �� ��������+&����� ������� � #?8A ���� � ���

����,������� � ������&�� ����� � ���!���� ��� ���!������ � ��� �

)�� �������	 ��������+&���� ���� (�� ���!��� ���� ���� � ��� ,�

�!���� 
05 ������� ����� ����� "����� �� A��$ ������� ��������

����� �����	 � ���� ������������ ���� ��)��� ��� ����! ��� �������


05 � ����������� �����	 ��������� ����,���� (��� ����! � �� ����

�������� ������������ � �������� �������2�� -#/	 E�)���� ��������

�� (��� ����!� ������������ � ������	 � ���� ��)���� �������� ���

��! ������� ���� ������� �� ���!����� ����� ��������� ��������



1#

������!����� ���� ��� ����� ���� ��� ��������!���� ������������

���� �� ������ ������ ��,�� ���� �� ��!����� ������!���� ��	 @�

����� �������  ��)���+ (��� ����!� ��������� � ������ ������	

E���� ���� ���� ������� ������� (������������ ��������� ������

����� ��  ���������� ��� �����	 @���&��� (�� ������� ��� ����

������ ��������,�&�� ����� � ��� ,� '��� 
05 -./	 ��� ��������

(����������� ��������� ��������� ��������� ��� ������ �����!�

��� ���������� �� ������� ���� !���� ����'��	 G������ ���,�����

� ���!���� � ���,����� �� ���� ����������� �����������+&�� ������

��� (����������� ����������	 *���� (�������� (���� ���,����� ���

����� ������ ;98 -;�>/	 � ������ ������������ ������� ���������� 

����� ���!��� ������!����� ���� ������ ������������ �� ����������

��� �������� ������,����� ��� ���'��� ���� ������������� ��������

�� ���,����	 ���'����� ��!������� ��� �� (��� ������� ���� �����

�������� ����� -.�>/	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "��� �������

#9�9#�99#>a� ##�9#�99##9$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 �	��	� ���� :�������!���� ������ ������!����� ���	 :�������

2��	 :	� 640@:� .9#9� ..; �	

.	 �	��	� ���� E��!�� ������!����� ���	 
�0 .9#9	h	>;;	m	.	�	#a<�

#A.	

;	 �	��	� ���� E��!�� ������!����� ���	 �������� 4�: ��	 :	�	

5����)� E�0 .9#9� O .A� .; �	

>	 �	��	� ���� @ ���!��� ������!����� ���	 :�������!���� �����

���������� �	.;� O A��	;�#8� .9##	



1$

E
�����
 �
$
 ����� ��������
 ��� ��
	��# �����

5������ 4	D	

L���'���! �	�� ��������#! ����������� ����! �		
J���I�

e�������
���

������� ��������� ������� ������� "�HG
$ ��� ��(������!����

�����'�������� ��&�� ���������������� ��!���� ������������ ���� �

�������� �������� ��� ��,���� � 5�������� ����� �����+&�� ��� -#�./�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ct + ucr +
v
r cϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur +

u
r +

vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur +
v
ruϕ − v2

r + wuz +
2

(γ − 1)
ccr = av − bw cosϕ,

vt + uvr +
uv
r + v

rvϕ + wvz +
2

(γ − 1)
c
rcϕ = −au + bw sinϕ,

wt + uwr +
v
rwϕ + wwz +

2
(γ − 1)

ccz = bu cosϕ− bv sinϕ− g.

"#$

� ������� "#$� t n �����p x� y� z n ��������� ����������� ���������� �

� �������� ���������� x� y ������� �������� ������� �������� (r, ϕ)p

c = ρ(γ−1)/2 n ������ ���� ����p γ = `de_R > 1 n �������� ���������

���� � ��������� ��������� p = ργ/γ� ��� p � ρ n �������� � �������� 

����p u� v� w �������������� ������ ���� ���,��� � ������� ��� ���

������+&�� ������ ������� ����p a = 2Ω sinψp b = 2Ω cosψp Ω = |Ω|
n ����� ������� ������� ���&���� %����p ψ n )����� ��!� O �� ���

��������� %����� � ������ ��������� ��!��� ����������� ��������

xOy� ���&�+&���� ������ � %����� � ���+&���� ����������� %���� �

��!� Op g = `de_R > 0 n ���������� �������� ���������� �������	 3���

��!� O n ��!��� ��������� ��� ������� �������� ��,�� � ��������

����)����� ��� 0 < ψ ≤ π/2	 3��� � D,���� ��� −π/2 ≤ ψ < 0	 0�

(������ ψ = 0	 � ������ ������� � � � -#�./� � ������� "#$ �� �!��

�������� '�������,��� ��������� −Ω× (Ω× (R+ r))� ��� R n ������

�������+&�� ��!� '���� %���� � ��!� O� r n ������������ ���&��

��!� � ������� �������� x� y� z	



1@

���� ������)����

r = r0(t, z), r0(t, z)|t=0 = r00 = `de_R > 0

� �������!���� 2��'��� r0(t, z) ����+� ���������� ������� C+����

����������� ������ ��� t ≥ 0 �� '������� r = r00 � ������� ���������

��� r ���������������� �� ����&����� � ���� ��,���� ����� ���+&���

����������

c(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = c0(z) ≡
√
c00 − (γ − 1)gz; c00 = `de_R > 0,

u(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = v(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) = w(t, r, ϕ, z)|r=r0(t,z) ≡ 0.
".$

���� �� ����������� '�������� �	�	 ��� r = r00 ������ ������ ���

������ ����

u(t, r, ϕ, z)|r=r00 = u0(t), u0(0) = 0, u′0(0) < 0, ";$

��� 2��'�� u0(t) �������������� ���������� � �������!���� � ����

����� ���������� ��!� t = 0	

H������ ";$ ��������� �������� �� ����������� '������� r = r00

������� ������ ��� ��� ���� � ����������� ��� Oz	

F����#
� T� �,� UrVsUtV ��� �?
	 ���,���� ϕ = ϕ0 U0 ≤ ϕ0 < 2πV

���� � ���	�	�	! 	������	��� �	,�� (t = 0, r = r00, ϕ = ϕ0, z = 0)

� ��������	� �������,���	� �������� ��� �����	� ��	 IJ��I �I(

 	

U(t, r, ϕ, z) =
∞∑
k=0

Uk(r, ϕ, z)
(r− r0(t, z))

k

k!
; U =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

c

u

v

w

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . ">$


������� ���� ������� ���������� ��������� ����!� "#$n";$  ���

���������!���� ����!� 5�)� ������������ ���� -;�>/� ��� ������

���������� �����������+&�� ������ ������� 5���������	

������ �(22�'����� ���� ">$ �������� � ����� ���� ��� ��)��

��� ����������� ��22����'��� ��� ���������	 4� ������ ��������
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 �����+&�� ���!����� ����������� 2��'�� v� ������&�� � C+�

�������������

∂v

∂r

∣∣∣∣
C+

= 0; _Wse

(
∂2v

∂r2

∣∣∣∣
C+

)
= _Wse (sinψ) ,

�	� � �������� ���������� ��� ����������� ∂2v/∂r2|C+ ��������� ��

����� sinψ �� ���������� ��� �������� ����������� ����,���� �� �

�������� � ����'���� �� � D,��� ����)�����	

H������������ ��� ����������� ��� ����������� ∂2v/∂r2|C+ � ���

������� ∂v/∂r|C+ = 0 �������+� �����+&�� 2��� ��� �����	 ��	(

�� ���� 	 �	������	 � �� ���'�#  ��%���� ���� ��� ��	�� �����

�	������� 	���%�	�  ��%���� U�������� ����V � �	�	%����'�	 ��(

���������  �I ���,�I ������	�	 �	������I � � 	���1����'�	 s  �I

�%�	�	 �	������I�

����������� � ������ ������� ����&��� �������� ����� ��������+ �

���!�� ���� ����������� ���������� R� Y -a/	

����,�+ ������������ ������ ���!��� ����������+ ���2������

�	�	6������	

E����� ������,��� E==4� ����� m ##�9#�99#?<	

de9d�� a95j�(5/�l
#	 �	,�� ��e�� ��
��' ����� �	�� ��"� h������!���� ������������	

*	 #	 o:	� =��������� #?A;	 a<; `	

.	 ������ ��$� h������ � ���� 5��������	 o0���������� 0����

.99<	 ?A `	

;	 ������ ��$� C�S���S����!���� ����!� 5�)� ��� ����������

��� �������!���� ������� TT 
�22�S��'��� ��� �S�������	 #?8a	

h	 #� m ##	 y	 .9a.n.9A;	

>	 ������ ��$� C����������!���� ����!� 5�)� � �� �����,���� �

������� �������	 o0���������� 0���� .99?	 ;A< `	

a	 ����	�� ���� %���!� � ������� ���� � ���������� Z� R � �����

�������!���� ����!� 5�)� ������������ ���� TT ������ H��� �

���� ���������������� ������������ ����� ����&����	 .9##	 m #"?$	

3����������� 4������ ���� H�GH�� .9##	



#"

�����
##�
� ��
��$
��� 	��������� 	���������� ������	


����� �


5��,������� D	�	� ����������� 4	�	

K� ����'�	� �	�� ��������	� 
? %���	� 	
���	�����'�	�

�,��% ���� �#����	 ��	&����	���'�	�	 	
���	����I u"	�	��%���!

�	�� ��������#! �����������v� "	�	��%

��������!���� ������ � ��2����'������ ���������� )���� ����

����+��� � ������ ��� )�� ���� � �������� ����'����� ���	 E��

��� ���� ������� ������ � ���������� ��������!���� ������� �����

��� ����� ������ ��� �������� ����'����� ��)���� �� ���������

� ����� ��!���� ��� ���	 @����� ����� ����� ����'����� �������

�������� ����� �	 ���������&���� ����� ���� � ������� �� � �������

��� ���,��� ��������� ��������������� �������� ������ ���������

���������� � ����������'�� ��'������	

� ������ ������������ ����������� ������!����� �������+&�� ��

������ ������������� ������� �������� ��2���������� �������� ���

!����� ���������� ���������� ����� �� � ��� ��� � ��!���� ����� �

�� ���	

0� ���� �����,���� ����+��� ��!��� ������ ��'����� � ����!�� 

���+&���� � ���� ��������	 %���� �� ������ ����������� ��2�����

�������� �������� �� 5�� ��� -#�./ ������������ ������ ���������

������� � ����� �������� �������� ��2���������� � � ������ � �����

��� � ����'��� ���������� ���+&����� ��� ���'��� �� ����������

���������� ����+�����	 7��� ������ �������� ��2���������� �����

��� ���!��� ����������� ���������� ����� ��� ������ � ������ ����

!�� ������������ � ����� �������� ����2�'��������� 2������ 6����

��	 ��������� ������� �����,���� ����+��� ���!���� �������������

�'��� ��'����� ����� �� �� a ���� � #��� ���� � ��!���� .�; ���� � ���

!���� ;�a ���	 
�� ���������� ��������!���� ��� ���� ������������ �

��������� ������������� �������� ������ ������� � ��'������	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 /'�	��, ��S�� *�� ���� ����� ��#%��	����I ���� �������� 2���



# 

��������� ������� ��2���������� �������� �� ������ �������

��2������������ 5�� ��� ��� ��)���� ����! ���������� �����

�������� ��������� TT ������ �GhH	 .99?	 h	 a	 O	 <	 �	 #;<n#;?	

.	 n���	� "���� *�� ���� ����� n���	� ��"�� -���'�	� ���� :������

� 2����������� ���������!��� ���!���� �������� ��� ���!��

�� ����������� ���������� ����� �� TT ���	 (������	 ���	 0��!���

�����!	 ,����� �0��!�������'����� ������ F������ ���� *���

����� ��	 x ������	 .9##	 O	 >;	

"��������� 	 ����	�� ��4����� 	������� �������

��
�������������� 	�$��� 4�������

B��!��� �	�	

�	���	! �	�� ��������#! �����,����! ������������ �	��	�(��(�	��

4����������� ������ ���������� ��!���� ����� ,������ � ����

�� ������� ������� 0�� ������� � ���������������� ����!��� ������

����� ��� ������ 2���!���� �������� ��������� � �+��� ���&��

��!� ������� ��������� ����������� ���������� ��������� �� ������

�����	 ��� ���� ��������� �,��� ������ ��������� � ����'�� ���

����� � ����������� � ��������+��� ��) ����� ���!�����	 @���&����

 �������� ���������� ����� ��� ���!���	 � 2���!���� (���������

��� ������������ !�� ���� ��� �������������� � ��������� ���������

��������  ��������+ ����!���� !���� θk -#/	 ���!1� θ∗ = mink{θk}
��,�� ����������� ��� �� �������� θ∗ ��� ���������� ,������� � ���

������� ������ �����!��� ��!���� ������+� ���� ��������	 ��������

-./ ��� ������� �����!��� ���������� ��!���� � ���� �� ����������

��� ������,���� ����� ��+��� ������������ ����� ������ ����!�

(x, z) ∈ D, ρi

n∑
j=1

pij < νj,∇ > νiα = −∇pi + μiΔν
i
α + f i

α, div ν
i = 0,

δη(1− sign|θ − θ∗|) +
n∑

i=1

ci < νi,∇ > T =< χ > ΔT,
n∑

j=1

pij = 1, δ ∈ R,



#!

α ∈ {x, z}, ∀γ ∈ Rn γ ≡ (γ1, . . . , γn), n = 1, 2, . . .N, i ∈ {1, . . . , n}, N <∞;

(x, z) ∈ ∂D, νiα = 0, T = θ.

����� ���� ����!�� ������� � -./	 
�� �������� ������������ �����

������ ����! �������� !�������� ������ �������������� ��2���'��

�������!���� �� z ��)���� � ����������� �� ���!���� ������������ pij	

�2����������� ������� ��&���������� �����!��� ��!����	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "����� m##�

9#�99#>8��$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 $���� *�K� 7����������� ��� ������������ ������� ����������

��� � �������� ����� ���������� ��!����	 ���� � 
��	 ����	 �!	

��	 �	2	��	�	� .999	

.	 /��,���	 "� "� %��� �������� � �������� ��2���'�� ��)���� �

!����!��� ���������� 2�����������!���� ���������� TT g�: �

:=	 .9##	 h	 a#	 O >	 �	 89< �8..	
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��#
�������� #�������	
��� �������
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���
 	

�������#��
 � ���	������ �	����	
 BG�

B���� �	
	

�������� ������,����� ��	
�� 
�	�	��� ���� $�J��	


���� �����&�� ���!���+ ��&�� ������� ���,���� ������ � �����

������� '���!��	 ��� ��������!���� ������������� ���,���� ���

���� ����������� �������������!���� � �� ����� � ���,���� ����

����� ��� �������� ������� '���!� ����������� � �����!���� ��

� �������������!���	 :������������ ��������  !��������� ��������

������+ �������������!���� ������!���� ���������� ���������

�������� ������ � 
05 �� ���!����� ����� � ���!����� �����'����� �

���!��� �� ������ ��������� ��)���� �������&�� ������� 
05	 E�����

����� ����� ������  ���!��� �������&�� ������� ������������ �� �����

�� 
05	 ������ ���+!����� � ��!������� �����,����� ������ � 
05
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�� ������ 2����� 5���� � ������ ������ ����������� �� �������'���

������� ���&���� ������ � 
05� ����!����� � ����� ���� ��)����

��������� '���!� ������!���� �������������!���� ��������� ��

���!����� ������ ��������+&�� ����!�� ������������� 2�����'��	

h���!��� ������ �������� ������ ��� ����� ������������ ���������

���� ����� ������� �������� ��� ��������	 � ����� ������ C��������

����!��� �������!���� ����,���� ��� ����������� ������� !����'�

�� �����,������� (�����!����� ����� ������ ������������� �������

����� !��������� �������������	 @����� �������� ��������� ���!�+

���,���� ������ � ,����� '���!��� ������ �������� ���������� ���

������������� '���!�� ������� 2����������� ���������� ������

���� � '���!� C��������� ���,���+ �������� � (�����!���� �����

���� ���������� ��������� ��'����'��� �������� � ��������� ������

������ ������������� ��������� ������������&�� ������� 
05� �����

������� �� ������ C��������nC�������	 ����!����� ����� ���� ��I�

����+� ��� )�+ ���������� (����������� ��� ������ �� ��������

������ � 
05 � � 2������'������ '����� 2���������� � ��������+�

������ ������ ���!���� ����������� � �������(��������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4� ������ OO ##�

98�#.9a>� #9�98�99##.	

" �
����� �	������� ������� �������
 H�������
 ��� ��$��

��#���
���


B���� �	
	� =���� 0	�	

�������� ������,����� ��	
�� 
�	�	��� ���� $�J��	

�������� ������������ �����������!����� ���������� n ���� ��

��,��� �������� 2����	 
�� �����!���� ����������� '���!� (��

����!� ����)� �������� � ������������ �����+&�� ������ n ����������

��� ���������� � �������������!���� �������	

� ������ C�������� -#/ ���!����� '���!� ����������� ������� �

�����+ ����������� ������!��� ����� "(������ ��� ����$	 �������

����� ����������� � �������� ������ n �����!����� �����������
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���,����	 6�� �!��� ����������� ������ EH � Eint� � ���'�������� ���

�������� � ������)�� (������� Ep ����� �������� ���� ����� ������

����� �� ����� �� ������ � ��������� ������ ���� ���&�� �����	

����!��� Ep ������� �� ���������� ������� �� �� ������� �� �����

�����!���� '���!� "����� ���!��� ��� �������!�� �������� � �����

��� �� ��������� � ��� '���!�$	 
�� �!��� ����������� � �����!��

��� ��������� ���,���� ������ ������� !��� � ������� � ���!����+

���� �� ���'��� ���� ���������� "��������� B��,�����$ -./	 ��� ���

������ ����������� T �'���� ��������+ (�����+ F (T ) ������� ��,���

���� E(T )� �� 2������ E = −T 2 d
dT

F
T � F (T = 0) = E(T = 0)	 h	�	 ������

��������  ����,����+ ��������� (������ �� ��������� (������ E(T )�

������ ����!��������� ����������� �� �������'���	

��� ���!���� ������������ ������� ����������� '���!� � ������

���� ������������ ������!��� '���!�	 0� ���!��� ���������� ���

'���!� ���!��� ������ ��(���� ��� ��,�� ����!���� ������������

��������� �� ����� '���!�	 ��� T = 0 �������&����� "��� ������$

����� ��+� ������� ���� � E �������	 ��� ���!��� ����������� T

������� � ���&���� ������ ����������+��� �� :�������� ����� �����

����� ���� E� �	�	 F ������� �� ����� '���!�	 ������ ��!��������

E ��,�� ������������ �� ������� � ������!���� (������� '���!�

��� �������Ecl	 :� ������� ��� ���!���� ��� �������� ������ �������

� ���������� '���!� N ������	 E���� ���� ���!���� ��� ����� T ���

������ N ��+� �������+&�� ���!���� E(T )− Ecl(T )	 h	�	 (�� ����!��

�� ��,�� ������������ ���������� ��  ������!��� �����������

'���!�� ��� ��!������� ��������� (������ ��������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4� ������ ##�98�

99A;a� #9�98�99##.� ##�98�#.9a> �2��:	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 ^635HBAC X� ]RZrW^_ dc SdbPYde XdRWde TT qee	 MQu_	 #?a?	 \	 <	 M	 ;.an

;<?	

.	 >4:<C6 2�j�� aA43:6 Z�9� k]]k�Xdr^b dc kdb^ RYPe_c^Y We iOq TT jQ^

zZYd	 MQu_	 {	 |	 .99a	 \	 >;	 M	 .8?n.<#	
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�
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 	 ���C��� �#���

B���� �	�	� :��������! 4	�	� :���� �	�	

���,�	(����� 	�����'���! �������� ������� ��

��"� /		�	�	��� �	����

� ������&�� ����� ����+������ ����)����� �������  ���������

������'��� ������ ��,�� ��� (22������ ����� ������ � �������� �

��� ����������� ��������� ������� �����!����� �(22�'����� ���

������� �������� � �����,����� ��������������� �,������ �������	

� '����� �������� ���'�������� ��������� ��� �������� n ���'�������

��� ������'�� � �� ���������'�� � ������!����� ��I��� ����� ������

���	 4������� ����� �������� ��)���� (��� �������	 @���� �� ��� �����

���� ���������� ������'��� � ����& + (�����!���� �������� �����!�

��� ��2�����'��� �������������� �� ������������	 � ������&�� �����

�� ��������������� �������� ��� (�����!���� ������	 4������+���

��� �����,����� ��� ������� ���'��������� ������'�� � �������,���

� ���,�&���� ���+!�� �����	 ���������� ������ �� ����!���� (����

���� � ����������� �� ���� ������������� ���+!���� �� ��� ��'������

'�� � ����� � ���������� � ��������� �������� � �� ��������!����

���������� �� '����� �������	 H����������� !�� ��� ����� )�� ���

����!���� ����!���� (������ ������� 2���������� ��,�� ������� `

��������� �������!������ ��� 2����� ����� ����������� ������ �������

����� ������+&�� ��������� ������ ��������� ����� �������� � ��

������!������� � ������ ��� �����������	 =���� �������������� �����

�� �������� ��������� �������+&�� ���� � �����!���� ��� �� ���

��!�+&����� ������������ ��� �� ��2����������� � ���������������

������� ����������� ������������ �������	 4����������� ���������

�� !������� � ����� �������� �������� ���� ������������ ��������

���������!������ ��� ��)���� )������ ���� ����! �����'��������

������� ������������ ���+!�� ������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "������ ##�
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��� ���������� E= "0��a?##	.9#.	#� :5�;;aa	.9#.	#$� �������� 2���

�������� ��� ������������ ���������� E�0	
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B�'�� �	3	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

5 ������&��� ������� �����'������ �������  ���!)���+ �(�����

����!���� ����������� ������� ��� ��������� �����!���� �����!��

���� ���������� �� ��������'�� 2���� ����������� ������� ���� �����

���� "B�$� � ���!���� ��� ������� ��!������	 � ������ �������� �����

�������� ������ ���� ����)���� ������ �!���� ������� ��� �����

����� �&�&����� ��� �� �����	 � �!����� ������ �� �����,��� ������

���  ��)���+ �������� ����! ������������ '��������������� �������

����� �� ���� � ����& + ���� ���� ��������� (������ -./	 5 ������

�&��� ������� �������� ��� )�� ��I�� �������!���� ����� �� ����

,���+ ��������� ������������� ������� ��� ���������	 ������� -#/�

!�� ���,���� (������� ��������� � ����& + (�����!����� �������� �

���� ����� ������� !��� + B� ��������� ������ �������� ���������

����� � #9 ��� � ����� �� �!�� 2����������� ������������� ��������

������� ����� ������� !��� +	 ��� (��� ���� ������ ���,���� ������

�������� �������� ��� �� (22�������	 %������ ��&����� �� (������

��!���� ����������� ��&�������� ��� )� ��� (������ ��&����� ����

������� ������ ������!������� ���,����� �������������	


� ��� ���� ������ �������� �������� �������� ���!���+ �����

������ ��!���� ������ ������� !���� ������� ���� �������� � �����

!� ��)���� � � �������� � ��������� ���������	 ������� �������

���,���� (������ �� ���������+ ������ ��!���� ���!���  ������&��

�� ������� � ���!���� ��� ��� )�� �������	 7�� �������� � !���������

������� ������� �� ���I����+ ����� �(��������!���� �!������ ������

��� ��������� �������������� ������� ���� � �������!��� ����� ��
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����������� B�	 4��+��� (����������� ��� ������ � ���� !�� �������

��� �� ����� ���,���� (������ ������ ����������� ����� �������� 

��&��������� ���������� �������� ������� � ��������+ �(���������

!���� �����������	 �������!��� ������ ���+��� � ����)���� (����

����!����� ����������� �� ����� �� ������������ ������� ������� ����

����	

��&��������� ������� �� �(��������!���� ������������ ������� �

��� ��������� �������� ��������� �������!���� ����	 5 ������&���

������� ���+���� � �������!����� �� � (����������� ��� ������

�� ���������+ �������!��� ����� � ����& + ���������� �����������

-;/	 0�������� ���������� ���������� � ������������ �������!���

����� ����� ���&���������� ����� �������� �� ��������� ���������

��� ����������� ������!���� �������������� �������������� ���������

+&��� �����������������������!���+ �������+ ��������� ����������

+&�+ �������!��� ����	
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9#�#.9>;��2����.9##	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 *�	��������! $���� /���� "��� H��������� ��������� �����!���

��� � ����& + �������������� ������� (������ � ������������

������+&�� ���� TT 4��	 E�0	 :gG	 .99;	 a	 �	#a.�#Aa

.	 j� @� 24C wAB� wZRZY^ j^`QedbdsW^_ � qSSbW`PRWde dc MbP_XP i^fW`^_ cdY

\^QW`b^ ]u_R^X_ TT MPS^Y SY^_^eR^r PR RQ^ �j� q\j }^`RZY^ ]^YW^_ de

�yYWRW`Pb j^`QedbdsW^_ cdY kuS^Y_deW` \^QW`b^ i^f^bdSX^eR Q^br PR RQ^

fde ��PYX�Pe xe_RWRZR^� �Qdr^�]R�L^e�̂_^� |^bsWZX� #9�#> [Pu� .99>� Per

SZtbW_Q^r We �j��zO� q\j�##A	

;	 /���� +���� /���� "��� @���� ����������� ������������� ������

��!���� ���� � ����!���� (�������������� TT ��� �� � gh=�

.99<� ��� ;>� ���	 a	
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�	�� ��������#! ������������ �	�	��
����

� -#/ ��������� �����������!���� ������ ������2����� ����������

,�&�� �������� ������	 �������� !�� ��� ����!�� ��!�� ���� ������

���� ��'�����'�� ������� 2��� � �������!���� ���)��� �����&�����

� ��������������� �������������� ������� �������� ���������!����

��������� �������&��  �����)���+ ���� �������	 � ������ ������ ����

������������ ����!� 5�)� ��� ���������� ������� ���� ��'���������

(
d2

dt2
+ σ2

1)u = f, "#$

(
d2

dt2
+ σ2

2)f = q((
d2

dt2
+ ω2

1)u
2 + ε(

d2

dt2
+ ω2

2)(usin(ωt))),

����+&���� ����� ��� ��� ���������� ������� � -#/	 %��� q, ε > 0 �

����� ���������� ω� !������ ���)���� �����&����� σ1, σ2, ω1, ω2 > 0 �

��������� ������	 0������&����� ������� "#$ "ε = 0$ ����� � ������

����� ���� ������!��� !���� ������������!���� ��)���� � �������

!����� σ1, σ2	

F�� ������ � ������������ �������� �������!������ ��!��� ������

��� � ������� "#$ ��� ω = 2σ1"���,��� ��������$ � ��� ω = σ1+σ2 "���

����'������ ��������$	 @������� �������� ��� ��)���� (��� �����

!� �������� ���������� ������ 5�������6����+�����:������� ����

 ������� "#$ � ������ ����������� ���������� ������� �����+&��� ���

���

Ψ̇ = qεCΨ+ q2S(Ψ3), ".$

���C � ���������� �����'�� S(Ψ3$ � 2���� ���� �� ������� ��������� ��

Ψ	 
�� ������� ".$ ������� ��� ����������� ��������� "� ���!�� �����

����������$� �������+&�� �������� 2������ ������� ������� ".$ ���

���� ���!����� q, ε� � ��������� ������� ��+ ��������� ��������
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������� ".$� �� ���������� �� � ������� "#$	 
������� !�� �������!��

���� ������� "#$ ��� ω = 2σ1 � ω = σ1 + σ2 ����� ������ ����
q

ε
→ 0	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� ��������� 2��������

��� ��� ������������ ���������� E�0 m#a � :�,���'���������� ���

�����'������� ������ �@E�0 m ;9	
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#	 ���	�	�	� "���� �	�	����! "���� ���	�	�	� ����� �	�	����! ��"�

G����������� ���������,�&�� �������� ������ TT H����� �����

���	 .99a	 h	 ;	 O	 .	 �	 ;8n89	

��������� ��#� #�������	
��� ���#����

�������#
������ ����� ��� �
$����� ���
 ���������	

:������� �	�	� ������ 7	�	

�������� ��&�����	�	! ��	�	��� � ��	&����� �+ ���� �	�	��
����

��� !�������� ��)���� ����! ������ ���(������ � ������ y]z[

"ydeRYdbb^r _dZY`^ ^b^`RYd�XPse^RW`$ -#/ � ��� )������ ��������� ����� �

��+��� ���������������� ������ ����!���� (��������������� �����

������������ ���������� ��� (�����!���� ����� "kzi$� !�� ������

���� �������� ��������!���� ������ -./� ���� )�� ���,���� !���

������� ��)���� ����!�	 0� ��� (��� ����,������ ���'����� ������

�����'�� ������ ��������� ������ ����!���� ���� -;/	 � ������ ���

���� ������������ ������� � ������ ����� ��+��� ����!��� (������

���������� ����� ���+&�� ���� ��� ������� � 2���!���� �������

������	 :�������!���� ����� ������������ ����� ����!���	 3���

����!��� ���� � ������ (�������� �� �������� ��� �������� !����

������ �������� �n× �E
∣∣∣
∂Ψ

= �je� ��� ∂Ψ � �����'� ����������� ����

��� (��������� �E � �����,������ (�����!����� ����� �je � �������� 

���	 ��� ������'�� (��������������� ���� ���������� ��� ������

��� ������ ������ !��� ��������� G�� ���� '� ������������ �������

�� + ��� (���� ���� ��������	 � ������ �������� ��������� ��� ����

��� ��2������������ ���������� ���������� ��� �����,����� (���
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������������� ���� �����!���� ������ ����!����� ���������������

� ���������� ��� � ������� ��� ������������ ���+&�� �����+ ���

����������� 	 H!���� ���� ����������� ������ ����� � ���������

�� (���������������� � ����������� �� �������	 � �!����� ���������

!����� �������� ����� ����� ���������� �������� ����� ���!���

(�������� �� �����(���� ��� ���������� � ��������� 2��'���� ���

����� ������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� ������� E==4 �2���

m##�9a�#.9;8� �������'������ ����� �@ E�0 m?< ".9#.�.9#>$	
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#	 k6C5H4d3B 9�� 9;C:4 >�`� qe WeRYdrZ`RWde Rd XPYWe^ y]z[ cdY QurYd�

`PYtde ^vSbdYPRWde	 � L^dSQu_W`_� 8.� .998� SS	�q;��q#.	

.	 /�� �� /���� /����1 e��� h������!���� 2����	 h����� ����	 �

4������ <��� ������������	 � :	� =��������� .99A� �	.� a;> �	

;	 9H;BAW< G�� DBW:BC @� z[ �^br_ s^e^YPR^r tu �eWR^�b^esRQ UWY^ _dZY`^_

We #i X^rWP� `dXSPYW_de UWRQ SdWeR rWSdb^ _dbZRWde_	 � L^dSQu_W`Pb

MYd_S^`RWes� fdb	a?� ed	.� .9##� SS	;A#�;8>	

5
#�����
��	
���� ��������� #�������	
��� #�����#
���

#
�%�
��	 �
#��
�������
��C������ �����	��� (����
 	

�������� ����� � �
�����������# �������	�����#

:���� �	�	� =�������� 4	�	� :��������� 5	�	

�$��� ���� �	����

�������� ���������	! ����	�������� ���� n���	�	�	���

xCA7B;5AHi 6l XBy45 4H D;6qC57A33B� jBh4;HRBCH 6l N<i5AW5 4C= F5H;6C6Ri�

x9F� D;6qC57A33B

������������ !�������� ������� ������������� ���� � ���� ����

)����� ����������������+&����� ��������� 2����� � ���������� �����

��� 2��� � �������� �����	 E���������� (�������!���� ���'�� � '��

������!���� �����'�� ����������� �������!�� �� �������� ���������	



$ 


�� ���!��� ���'����� ����� � � ������������� ������ � ����������� ��

����� � ��22���� ����� ������ ��������� ���!����� ���,���� �����

����� 0�� �������� ����������� ����� ������������� � �������� �����

��� ����� !���� ��������� �����,��� ������������� ����!�� �����

'��� ����'�� � ��22����	 
�� ���!��� ���� ������������� �����

����� ��� ,� ������� !�� � ����!��� ����'�� � ��22����� �������

���� ��)�� ������ ��������� ���!����� ���,���� � ���������� ���

����� �������������	 ��������� !�������� ������������� ��������)��

�'���� � ������� ������ ����������� ��� ��������� �����'������

������ 2�� ���'������� �������� ����������+&�� �����'��� ���� ���

�� ������� ������� 2���	 ������������ ������� ���!���� ���,����

�������� 2������ ��� �������� ��!�� ��� ���������� � ����� ����	 @��

��!��� ��,��� ������� � �������� ����� � �������������� �����������

����� ��� ������ ���� ������� �� �������� �����'��� ���	 :���� 

��,�� ��� ����� ������ ��� ������������ ���'����� yy]� "yPYtde

ydXtZ_RWde ]ueRQ^_W_ dc �vWr^_$� ������� ���,��� ������ �����������

� ���������!���� ������������ �� ��������� �� ��������� � (������

!��� ���������� ���'�������������� ������	
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#	 @4;HA;65i4C ]�9�� 4C= j� >Y55 j� yPYtde ydXtZ_RWde ]ueRQ^_W_ dc

�vWr^_� MYd`^__ i^Xde_RYPRWde Per w^PRZY^_� TT qxyQz {	� .99a	 \	 a#�

O	 #9� SS	 .<9#n.<#9	

.	 @4;:67 F�F� [W`Yd Per XP`Yd _`Pb^ R^`QeW~Z^ cdY _RYdesbu `dZSb^r RUd�

SQP_^ �dU_ _WXZbPRWde	 TT ydXSZR^Y_ Per wbZWr_ 	 .99?	 \	 ;<	 SS	 #>;an

#>>>	

;	 @4;:67 F�F� �aA3AR6C67 8�F� 4C= @4;HA;65i4C ]�9� jQ^YXPb �^P`RWde

�Pf^ ]WXZbPRWde Z_Wes [W`Yd Per [P`Yd ]`Pb^ xeR^YP`RWde [dr^b TT We

tddV� ydXSZRPRWdePb wbZWr iuePXW`_ .9#9� ^r	 tu q	 �Z�XWe	 ]SYWes^Y�

.9##	 SS	 ?.?n?;A	
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" ��������� 	���	�� ������ ������
� ���� ��
	����� I���

���
 ��� �����#� �
�� ��
	����� #�����# &������
���

:������� 4	0	

�������� �#,�������'�	! �������� � ������,���	!

��	&����� �+ ���� �	�	��
����


�� ��)���� �������� ���� ��������� .��� ���� ��� ������� ����

��������� ������� :�����5���� ���!�� ����� ��+� �� ���������+

����� 0�������H���� �� ������ ����� ��,�� (�� ����������� � �����

������� '����� :������ ������+&����� � ���������� + �����'� -#/	

��� ����� ������ �������� '�� :����� � ��������� ������������

�� ��!�� ��� �������� + � �������� + ��������� ��������+��� ����

"����)���� ��������� ���� ���������  ������������ ��������� ���

�����������+&�� ��������� � '��� :�����$ � �������� ���!����� ���

����� �'���� ��������!���� �,������ �� ������ ��������� ������

��)�����	 *���� ����!�� ���!���� ��������!����� �,������� ���

��� ��������� ������ �����)������ ���������� �����������+&�� ����

!����� ��������� '��� :������ ��!������ ���!���� ������� �'���

� �,��� ��������� � ��������� ��	 @�������� ����� �����������

��������� ��!�������� ���� ��������� ������� �'��� ������!���	

��(���� ,������ �� ������� �������� � !�� ��������� ������� �'���

��� �����������+&�� ������ ������������ ���������� ���!��� ���

��� )�� !�� ��������� ������� �'��� ��� ������ �������������	

����������� ������� ������� ������� ���!����� ��������� �����

��� �'��� ������� ������������ ����� ��� ������� ���� ������� ����

������ �����������+&��� �������� ���� ��������� ��� ������� �������

������� �'��� -#/	 � ������ -./ ��� ������,�� �� ����������� ���

����� ������� ���!����� ��������� ������� �'��� ����� ��������

��� �������&��� ��,��������� �����,������ ���������� ����������

�� ������� J!����!���'����������K ������������� -./	 � ������ �����

�� ������������ ����&���� ����������� ������� ��� �'��� ��)����

�������� ���� ��������� .��� ���� � ������� ���� ��������� �������

:�����5����
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E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "#.�9#�999;>��$

� 4:� �@ E�0 >8	
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#	 ����!�	� *��� "	!����� ��"� *�������� ��������!���� �����

���������	 :����� :�����5����	 :	� 4������ ��� '���� J�����

���K� .99A	

.	 ����!�	� *���� �� �� �� ���� 4���� ������� �����,����� �����

����� � ������ :�����5����	 � 0���������� 4��	 4�:�:G �@

E�0� .99?	 � #A? �	

F��#���
� �������
� #���� �
������� �	�������	��

���������	���� ������������ ����
 	 ��
$#�

:���' 3	�	� �������� �	�	

�������� �#,�������'�	! �������� � ������,���	!

��	&�����

�+ ���� �	�	��
����

������� �������� ��� ���������� !�������� ����� ��������������

��!� ������ (�������� ����� ��������� � �������	 
����� ����� 

��������� ������������� ���'��� ������'�� (���������� ��!� �

� �����������!���� ��,���� ���� �����,������ (��������� ��!�

������ ������������� ��� ��!�� �� � � �����!���� ��,���� ����

� ������ ��������������� ��� � !��� (�������� ��!�	 
� ���������

������� �������� ��!������� � ���� ���� ����)������ ����������

(�������� ��!� � 2��� ���� �������,�� ���������� ������!�������

��!������� ��� ��������	

� ������ ��)�� ������ ��,�� ������� ��22����'��� ��� �������

���� ������&�� �� ��������� ������� ��� 2��'�� ������������� !��

���' �� �������� � ��������� :������ ��� �����	 
�� ��)���� (���

������� ����� ������ ����� !����' � �!����	 ������ ��������������

������� ����� ��� !����'� ����������� ���,���� ������ ����+��

�� ������������ ��������� �������	 H�������� :������� ��)�+���
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���!�������������� ��������	 E�������������� ����� )�� ���� ���

���� ������ � ��,����������� ��!��	 4���������� ����&���� �����

����� �� ������ �������!���� ����� ��� �,���� ���!�� ��!����+���

��������� �������!������	

��� �������� �� �����������!�����  �����!����� ��,��� (����

��� ����� ���� )����� � ��,�� �� ������ ����!��� ���� ���������

� !��������� )�����	 ��(���� �������� ��,�� ���� ��� ��!�������

��������� ����� ���������� � ����� ������� )����	 ����������

��������� ���������� �������!������ � �������!��� �������������

���!������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� ������ E==4 m ##�9#�

99.>?P

=���(��
��� ��������	
���� ���#����� #
��#
��������

#����� ��������
#��� #������ �����4������ �����	���

�����


0������ 5	�	� g����� 4	�	

�%�#! &� ����'�#! ������������ �	��	�(��(�	��

E����� ������,��� ����+ ������������ �� ������������+ ��������

����� � ��������������� ��&����� � �����,����� ����� ���������

��� �������� ������	 ������������ ����� ���� !��������� ��������

����� ����� �� ������,����� � -#/ ����'��������� ���������� �����

����!���� �������� � ������ ������ ������ �����,������ �����	


�� ����2��'�� ������ ���� ��������� ���!��� � ����� ��������

���!���(���������� ������� y�[]�} [ZbRWSQu_W`_ "w^XbPt$� � ��,�

����������� ������ [PRbPt � [PSb^	 ����������� ���!���� ������ �

��� ������� ������ ����!����� �� ����'��������� ������ � ������

������� !��������� ������������� �� ������ ������ �����������!��

��� ������� y�[]�} ��� ���������� � ������������ ��!���� �����

,������ "���	 #$	 ����!����� ����� ���� �������+� �����,��� � !��

������,����� ����'��������� ����� ������ �����,������ ���������

����� �������� ��������� ��� ������������	
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#	 �� 	��� ���� @� ����� �������  ������������+ ���������� ����

���������� � �������� ������ TT :�������!���� �������������	
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��2����'�� � �� ����,����	 5���� ����� !���� ������ ����,���� ����

����� ������������ ���'��� ��� �������	 @��+�� �������� ����!� �

���������� � �����2�'������ ������� � ������ ����!����� � ����

!���	

� -#/ ��� �������� ������� �������������� �� ������ ������� ������

��	 � �!����� �������� ������ ������� ����� ���� ����� ���� ���!���

����������!���� �����	 � ����� ���� �,���� ���� ���� ����������

���� !����� ������ ������������ ��!���� � ���������� (���� ����	


������ ��� ������������ �� ����� ��� ������ � �� ���� ��� .i

� ;i ���!���� ��!����� ����������� �� ����� ��� � ����� �������	

E��������� ������� ���������� �������� ��� ������'�� ���!��� 

����,���+ �������� "���	#$	 ���������� ������ �������� ������� ��

!����� ���!��� �� �!�� ���� )���� ��� ������������ ��������	

���.  < �����	�	�	�	 �������� � ���'	���* �����	�� � 	��������� �	��	

���	��% � ��������� �	��	 �������%.

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� ������� E==4 ##�9#�

99;?9��� ##�9<�99.A?�� � ��������� ; @:0 E�0	
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de9d�� a95j�(5/�l

#	 �&�� ��	� ��/�� /�1��! ��e�� $������ ��"� ���������� ������

������������� ������� � ����� ��� � ����� �������	 TT :����

����!���� ������������� .9##�	 h	 .;	 O	 #	 �	 >#na9	

" �������� �����
! �	�$
��� � �����# #�������

	��������� �� ������	! 	 #�������	
��� �	�(
$�� ����

��� �
����� (
$�	� �������	

E��� D	G	

�������� ������ �	! �������� �� ��"���� #�� ���� �	����

� ����� � ������ ��&����� ��!������� ��� ������� "� ���������

��  .9#< �	 � ���� ����������� ��������� ������������ ����� � ����

(��2����$ ���������� �����,��� ����� �� ������ ��������������

������ ����� ����� ��!�� ����,�� ���� ��� ���'����	 � !���������

������ �����!���� ����!� �����+� ������������ ������ � ������

������������ �����2����� �������� ������ ��,�� ������� �������

���)������ ��������� �����!��� ���'�����	 ��������������� !�� ���

������ ������������ ����� ������������� �� �� ��� ����� )����� ���

����!� ��+!�� � ��� ������ ��� )� ���!���� � ����� ������� ���

��������	 ��� (��� ��� �������� ���������� ����� ��� ����� �����

�� ��������!���� ���� � �������� ������ ���������� ������������

��� � ��� ����!�� ����������������� ��� �������� ��� ��!�����

��� ��� ��������	

� ������ � ���+���������� ������ ����� ����������� ��� ����!�

��� ����2����� ����� ������ ����������+� ����!�� 2������ �������

���	

%���!� #	 :������������ ����2����� ����� ���� �������� �� ����

)���� ���� ���� ����������	 7�� ����!� ������� � ������ ����� �����

!������� ����!���� ���������� �����!��� ��,���� ��� �������������

������� ����,����� ������� ��������� ��	 -#/	

%���!� .	 :������������ ���'����� ���������� ��2�� � ���� � ���

������ ������	 %��� ����� ������������ ��������!���� ���� ���&���



@A

����� ����������� ��������� 2�� ���'��� !�������� �������'�� ��

����� ��,�� ��������  �������+ ����)� ���������������� ����������

��	 -./	

%���!� ;	 :�������)������ ������������� ���'��� ����������'��

��������	 � ���� � -;/ ������� ������������� ����� ����������'���

������ �!������� �������������� �����!��� ���)����� � �����	 7��

����� ���� ����� ������,��� 0	0	��������� 3	�	B��)���� "h:56

���+��$ � 3	�	E�����!�� ":GH ��	 :	�	B���������$	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4� ����� m #.�9#�

99.9;

de9d�� a95j�(5/�l

#	 �#�	� ��*�� T�!1�� ���� @�&�� ����'��� ������������� �����

2������ ���������	 @���� TT @�!�� 4�: ��	 :	�	5����)� E�0

� 46E�7 E�0� .9#9� ;A �	

.	 �#�	� ��*� ������� 2���������� ��!������� ��� �����������

����������� ��� ������������� ���'���� ���������� ��2�� � �!��

��� (22���� �,���������� ������������������ � 2������ �����

����� TT �������� 4�: ��	 :	�	5����)� m >� .99<� #A �	

;	 .��	� "�)�� T�!1�� ����� /#�	� "�*�� �#�	� ��*�� K�	 	���	(

�� +��� *�������� ������ ������ ���'����� ����������'�� ���

������� ��������� ���!�� TT :�������!���� �������������� .>�

���	#	 .9#.� �	 #9?n#.<	

��������� #���� ��%���� K�� ��
�	�� $
�
�� ���

�
�
����������� ��((������
� ����
$�������� ��
	�����

����'�� �	:	

L,��% ���� �	���!��	! ��� ��� ���� "#,�������'�#! 1����

�� �� �� �	�	 ��1#�� ���� �	����

���� Q = (0, d)� d = N + θ� ��� N n '���� ����,���� ��� !����� �

θ ∈ (0, 1]	 ����1� ���������� �������� (Ru)(x) =
∑N

k=−N ak u (x + k)�



@1

��� ak n ��������� !����	 ����1� �������� ������!����� ��������

�� IQ : L2(Q) → L2(R) n �������� ������,���� 2��'�� ���1� ��� Q�

PQ : L2(R) → L2(Q) n ��,���� 2��'�� �� Q� � RQ = PQRIQ	

E��������� �����+&�+ ����!��

ut −
(
RQ ux

)
x
+ au = f(x, t), (x, t) ∈ QT = Q× (0, T ); "#$

(−RQux + αu
)∣∣

x=0
= 0;

(
RQux + βu

)∣∣
x=d

= 0, 0 < t < T ; ".$

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Q, ";$

��� a ∈ C� f ∈ L2(QT )� ϕ ∈ L2(Q)� α ≥ 0, β ≥ 0, 0 < T <∞	


�� !��������� ��)���� ������ ����!� ������������ ����� ����� 

����'����������!��� ����� G��1���� -#/	 *���� W 1,0
2 (QT ) ����� ����

���!�� ������������ �������� �����������!��� 2��'�� �� L2(QT )�

���+&�� ����&����� ����������� �� x �� L2(Q)	 ����,��R = ‖aj−i‖N+1
i,j=1	

F����#
� ���� �����'� R+R∗ ����,���� �� ����������� ��� R∗ n

(������� �����,1���� �����'�	 h���� ��&������� ������������ �����

&1���� ��)���� u ∈ W 1,0
2 (QT ) ����!� "#$n";$ � ������,1���� ��)����

G��1���� ��������  u � W 1,0
2 (QT )	

��������� ������� ����1��� ������������� ���� � ��������� "#$ ����

�������+� ����)�� !���� "��	 -./$	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "m#9�9#�99<;8$	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 ���,�� *��� :����� ��!������� ��� ���������	 :	� 0���� #?<?	

.	 9B3AH5:AA F�@� jQ^ RQWYr tdZerPYu fPbZ^ SYdtb^X cdY SPYPtdbW` rWcc^Y^e�

RWPb�rW�^Y^e`^ ^~ZPRWde We de^�rWX^e_WdePb `P_^ TT wZe`RWdePb iWcc^Y^e�

RWPb z~ZPRWde_	 .998	 h	 #>	 O	 .n>	 �	 ;8;n;?a	

�����
##
 5&��7 ��%���� ��
	����� �������
 ��������	 �

�
##
��	
���	 #�����# &������
��� ��� 
��(#��������

�����������

������� 4	�	� %������ �	0	� :�� �� �	G	� E���� �	�	

K*L$ u�KS0("���MKv� ���	� ��%��	�	 ��	! 	
��



@#

���������� ���2����!���� ���������� ��� ��)���� ���������

����! � ������&�� ����� ���������� ��� ����� ����� ���	 ������� ���

���������� �� �����,����� ��������� �������� ��� ��������� ��!���

����� ��� ������ �� ������ ������ :�����5����� � ������ �� ������

��� ������� !��������� ������������� 2���!���� ���'�����	 � �����

����!���� ��������� 4h:= �E=�F��0447=� �� (���� ���������

��+ ������ ��!��� � .99< ����	 ��&��������� ������ ���� ����������

� .9#9 ����� ���� ��� ������ ����������� ������ �:5�H -#� .� ;/	

@� ��� ���������� �� ������ ������������ ������� ��:5 ->/ � �����

�����!���� ��� ���!��� (22�������� �(22�'����� ������,���� ����

������ �^� ������� :�����5���� �� ��������� 7�: � ����� ��������

���2����!���� ����������	 � ������ ������� ����������� ���������

������������ ������� �:5�H	 @�������� ������������� �������

����+��� �����,���� ������������� ������� ���� ��������� �����

���� ��������� � ����� ������ � �������� ��� ���������� ���������

� �����,���� + ������� �����!��� ����� ����� ���!��� � ����� �����

��� �����!��� ������� ����)���� (22��������� �!��� "�����$	 h�

,� ���������� ����� ���� !�������� ������������ �������� ��!�����

��� ������������� ��������� �:5�H ��������� �� ����������� ��:5

� ����� �������� ����� �� ���2����!���� ����������	 4���������

��� ���������� �� ���� �������� ����!	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 .����� ���� T��I�	� ����� ���'��� ��*� �  �� �������� ����

� ��������������� ��������'�� ��������� ��� 7�: m.9#9A#>A;<

�:5�H

.	 ��?,�	� ����� +���� ��$�� �#
��� ����� ���������	 ����� �%�(

�	� ���� ���������� ���2�!���� ���2����!���� ����������

�� ������!���� ��������� ��)���� ��������� �������� �������

:�����5���� TT ������� ������� ���� � ������	 ���	 :��������

!���� ������������� 2���!���� ���'�����	 .99?	 ���	 .	 �	 A.�A<

;	 �#
��� ���� � T��I�	� ���� � ���'��� ��*�� +���� ��$�� �	�(

�	� "��� ����������� ������ �� ���� ��������� ��!������� �
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��� ������ ��� ���!��� ����!���� ���������� ������� :�����

5����TT�xx :�,���������� ������� �������!������� � :������

��!���� :������������� 
��	 ������ ## n #a ������� .9#9	

>	 .����� ���� T��I�	� ����� ���'��� ��*� �  �� �������� ����

� ��������������� ��������'�� ��������� ��� 7�: m.9##A#9a99

�:5

����� ��
����� �
��
	����� ����#�������� 	�$�����	�� ���

������
���	���� �����4����

�������� �	0	�� ��)�� �	B	 �� =�������� �	�	�

�+++ e"�+�+K)� �	����
��������� ���	�����1�� ��	�����	����I ���� �	����

������!���� ����������� ����� ���� �+��� ����������� � ����

���������	 ��� ������� �������������� ������ � �����,���� �� �����

�� ��������������� ���� ������ ���!���� � �������� �����������+�

�����+&�� ����������� ������!����� ������������

� ������������ �����������+&�� �������'�� ���)�� 2��� ���������

��� �������� �����,����p (�� ������� ���!�� ��������  ��������

����+ ���� ��������� ��� ����������� ���������� ���� ����������� �

������� ���� ������!����� ������������ ���� ��� ���,�� ��� �!����

�������� �������� ���� "��	� ��������� �	 a	> -#/$p

� ������������ ��� ������ �������+��� �������� ������!����

���'�� �����,���� ��� �!��� ������������ !���� ������ �����������

2���p

� ������������ �����������+&�� �������� ���������� ��� ������ ����

&��� ���������,���+ �!��� �����,���� ������������� ��������� ��

���������������� ������	

0���������� ����������� ������ ���� ����� ����+��� ��� ������

�������� ��������	 7�� ����������� ���,�� ��������� �� ���!�����

����� -./	
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@!������� !�� (������� ��� ����!��� �����!��� ���������� ���

���,�������2������������� ��������� � (������� ��� ����!��� ���

���� ��������� ��� ������ ������������ (�������� ������ ��������

+��� ��� �����!��� ������������ �����������	 ��(���� ������� ���

��������� ������!����� ����������� �� ������ � ��&�� ���!�� ��,��

��� ����� �� � ��� ������!���� ����,���� ������������� �������

'�� ������� ���������� �� ���	

� ������ ������,��� ������� ����������� ������� ����������� ����

���!����� �����������	 E��������� (22������� �������� �� ������

������� ������� ��� ����&����� ������ ��� ����'��� ��� ������

�����,����� ��������� ������'�� � '���� �����  ������� ����	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 �� #>	#;;9	.9##	 �������� ���� � ������!���� �������	 �������

���������� ����'�� �0�� xx�8�<#� TT :�������� E������ .9#9	 �

<> �	

.	 �����	� ��$� �������!���� ������ ���!��� �����,���� �� ����

���!���� �����������	 � :	� 0���� .9#9	 � >A< �	 O	 #	 �	 #n#9	

��������� 
�
��$ �$��
�(������ @�#
�


��������� �	B	

"0 ��� �� ���� �	�	 ��1#��� �	����

� ����& + �������������� �����(22�������� ������ ��!�������

�����n2��'�� E����� ζ(s)� s ∈ C� � �� ����������� ζ(m)(s) ��������

������������� � �������,���� �� ��������� �����	 @�����!�� !��

��� s0k� ��� k ∈ N� �������������� � ������ ����������� ������ !����

��������� ���� 2��'�� ζ(s) − 1� � !���� smk o �������������� �

��� ,� ������ ���� 2��'�� ζ(m)(s)	 ����������� ��)����� !������

��� (���������� �������� !�� �������� (sm+1
k − smk ) ��� 2���������

��� k ���+� ����,���� ��+ � ��!�� ���������+ ��&��������+ !��� 

� ������&�+��  ���+ �����+ !��� ��� ����������� m	
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:����� ��������)�� ������ (��� (22�� � ������!���+&�� �����

�+ ��!���� ��!������� ����������� ����!��� ������� �� ����� �����n

2��'�� � ����������2��
(
1 − 2 1−s

)
ζ(s) = −Lis (−1) � ��!������ �

���&���������� � ��!� z = − 1 �������!���� ������,����� ������

+&��� ������������ ��� ����������2�� -#/�

Lis (z) =
∑∞

n=1

zn

ns
, |z| < 1 .

7�� ������,���� ������ �������� � ����& + �������� ��� ������

����'�� ���� -./	 
������ ������� �� �'��� ������ �����' �����

2��'�� ζ(s)− 1� ζ ′(s) � ζ ′′(s)	

F����#
� K���1�� ζ(s)− 1� ζ ′(s) � ζ ′′(s) �� ��?� ����! �		����(

������	 ��� Re(s) > σ0� Re(s) > σ1 � Re(s) > σ2� � � σ0� σ1 � σ2

�		����������	 I��I?��I ���I� &���1�!

f0(σ) = 1 + 2−σ − (1− 2−σ) ζ(σ),

f1(σ) = 2−σ ln 2
[ζ(2σ)
ζ(σ)

+ ζ(σ)
]
+ (1− 2−σ) ζ ′(σ),

f2(σ) = 2−σ ln2 2
[ζ(2σ)
ζ(σ)

+ ζ(σ)
]
+ (1− 2−σ) ζ ′′(σ), σ > 1.

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4 "����� m#9�

9#�99<;8$ � ��������� 2���������� ��� ������������ @:0 E�0 m;	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 ��!��� *�� M� �!� �� ���)�� �����'��������� 2��'��	 G�����

��������!���� 2��'��	 =��'�� B�,�����	 :	� 0���� #?8;	

.	 ��	�	�	 	� ��/� ���������'�� ���� � !�������� ������ ������

2��'�� E����� TT g���	 ��!�����	 �����	 � �����	 2��	 .99;	

h	 >;	 m 9	 �	 #;;9n#;a.	
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" ��������# ��%���� ��
	����� ���������� #�����

L�������


������� 3	�	� h������ 
	�	� =���� 0	�	

�������� ������,����� ��	
�� 
�	�	��� ���� $�J��	

� ������ C�������� ��������������� ������ ���� '���!� ������

� ���,���� �����!���� ������ '���!� ����������� ���������������

��� �������� @
H -#/	 
�� ������������� ����������� ���������� ����

,���� �����!���� ������ ����������� ���������� B��,�����	 *����

����� ������� ����!���� ���������� ����!���� ���,����� ���������

�������	 0�������� ��� ��!������� ����&����� !�������� �������

���������� �������� �� ��������� �������'��	 ��(���� ��������� (2�

2������� !�������� �����	

@��������� ������� ���+!����� � ���� !�� ����)���� ����������

������ �� �������� � �����!���� !����� ��� )� ���� �������	 E����

��� ��)���� �������� !���� � ������ �� ��������!���� ������,����

������ C�������� -./ �� ����� ������ (�������� �����'�	 ����� �

� ��������!���� ������,���� �����!���� ��������� �� ������� ��

�������� ����������� �� ������������� ������� + ����� ��	 %���� �

����& + (�������� �����'� ������������� �������+ !��� � )����

�� �������� ���!���� �� �����)�+&�� �� ���������� �����	

:� ������� ����,����� ������ � ����������� ������������+ �����

��� ��)���� ������ �������� � ������ �!��������� ������� �� ������

��� !���� �� �����!���+ !��� � � )���� �� �������� �������!��� ���

�������������� �����!���� !���� �������	 
��������� ��� ��������

��� ����� �������� !���� �� ��������� )��� �������������� �����!��

��� ���������� ��������� ��������	 ���������� ��� ��,�� ����� �

����� (�������� �����'�� !���� ������� ��)���� �������� !����

�� (��� ,� )��� � ����!�� ����� ���!���� ������ !���� �����!����

���������	

������,����� ���)����� ����� �� ��� ������ (22������� �����

������ �����+� )�� ��� )� ����������� ������� �������� !����

�������	
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E����� ��������� ��� !����!��� 2��������� ������,� E==4� ����

��� ##�98�99A;a��� ##�98�#.9a>��2����.9##� #.�98�99.8?��	

de9d�� a95j�(5/�l

#	 /���	 "���� K����	 ���� �����,���� ���� � ���������� ���

��������� '���!� TT ��� �� � g7h=	 .99;	 j	 8<	 y	 8<An8<<	

.	 )��	�	� ����� �	
	��� e�"�� /���	 "���� K����	 ���� ��������!��

��� ������,���� ��� ���!���� �����,����� ������ � �����������

��� ������ 
05 TT :�������!���� �������� � �����2�������	

.9##	 j	 A	 y	 .A>n.8.	

��������� ��%���� (�������
� �����((������
� ��

��
	����� 	 �
���� ����$	���� �
 ��
�����# ���	���

������)�� �	4	

L���'���! &� ����'�#! ����������� �� ����e�'1���� e�������
���

� ������ ����������� ��2����'��������!������� ��� ������� ������

��+&�� ����!�� !�������� ��)���� 2��'����� �����22����'��� �

��� ��������� � !������ ����������� � ������������ ���2� ��)��

���	

5���� ��)����� �� ������� ��������� ��������+� ��������� ������

����������� � ��������������

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t, u(x, t), ut(x, ·)), "#$

���� x ∈ [0, X] o ���������������� � t ∈ [t0; θ] o ��������� ���������

��� ����������p u(x, t)o ������ 2��'��p ut(x, ·) = {u(x, t+ ξ),−τ ≤
ξ < 0} o 2��'�������������� ������ 2��'��  ������� tp τ o ���

��!��� ������������p a o �(22�'���� ����������������	

������ � ���������� "#$ ������ ��!�� ��� � �����!��� ������������

+&�� �������	 ������� ��&���������� � �������������� ��)���� ���

���������� ������ ����!� �������������� -#/	 *�������� ��������

��)���� "#$ ������ � -./
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=����(���� ������������� ������� �������� ��� ������ xx]� �((��

��� [qj}q| �Ze jWX^ ]^Yf^Y	 ��� �������+ �������!�� ���� ������

������ ��� �������p ������������ �������� �������� �� ���������	

������� ����� ������� � �������� �����2���	

��������� ������������� � ���� X	2���� ��� [qj}q|� �� (����

��������� ��� ������������ � ��������� rbb � ����� �������� r^S�

bduRddb n ����������� ����������� [qj}q|	 =����(�� ������ ��

q]M	Ozj>Ty�	

0� ������� ������'� ��� ������� ��������� 2����� ��� ������ ���

������� ��������� � ������������ ����	 
����� ������+��� y�n

�������!��� ������ �������� ��������� rbb� ����&�+&�+�� � �����

����  [qj}q| �Ze jWX^ ]^Yf^Y	 5�������'�+ ������ �� �����������

������������� ����� 	Ozj �� ���������� ������������� [qj}q|� �����

��!����� ��������� [�qYYPu	rbb� ������ ������ � ����������+ �������

� [qj}q|	

4����������� ��������� ��� 2��������� ������,� ������� �!���

��� H�=H � ����� �������'�� ��������� �������� H�=H

de9d�� a95j�(5/�l

#	 wY `� jQ^dYu Per PSSbW`PRWde_ dc SPYRWPb cZe`RWdePb rW�^Y^eRWPb ^~ZPRW�

de_	 ]SYWes^Y�\^YbPs� O^U �dYV #??A	 >.< S	

.	 $���	� "�*�� /	%���	� ���� E��������� ����� !��������� ��)��

��� ��������� ���������������� � �������������� TT h���� 4::	

.9##	 h #8� O #� �	 #8<n#<?	

KM �
$����
#�����
� #���� �
#���
	�����C����


����(�$�������� ����


���������� B	G	

�������� $����� �	! ��������� �� ��"� ��� #��� �	����

E�������������� �������� ������&�� �� ���������+&��� '����� � ����

&�+&����� ����� ���� �������� �����	 G��������+&�� '���� �����

�������� ����� �������� ��I��� � �!����� ������� ����� �������� 
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���������� ������� !����� ����� ����� ������� ����� ����� � ����

��������	 0���+����� ���������� "���� j jPZ$ �������,��+� ����!��

������� ����� ����� '������ ���� ��I��� � ������+� �� �������

����� ����������� �������������� �����	

:���� (���+'�� ���� ����������� ;i �����'��������� ���������

��� ������� ������� � ���������� 7����� � '�������!���� ������

����� r, φ, z � ��!���� �������� � ���������+&�� '�����	 ���������

���� ��� ���� � ������ !����� ��������� ������� �� '�������,��� ���

�� � ���� �������'��� ������ ��� ����� ��������� �������'�������

�����'���� '������ ���� ��I��� Φs =
G·Ms

R � R =
√
r2 + z2 � ���������

�������'������� �����'���� ����	 G������'������ �����'��� ����

Φd ���,�� ������������ ��������+ ��������	

%���!� ��)����� � ������� Ω : r1 ≤ r ≤ r2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤
z ≤ h� h � ���������� ����� h ≈ 10−1r2� r1 ≈ 10−2r2	 H�������� �������

������� �!���+��� �� ����� �����	 E��!�� ������ ������� � ����� ���

������ ������� ������� �������	 H�������� �������� ��)����� ������

����!��� ������� =������� "[ZbRWsYWr$� ����� ������ ;�a ���,�����

����	 ��� r = r1 : u = 0� ��� z = 0 : w = 0p �� ���)��� ������

'� ���� ��������� �����!��� �������� ���� ������� ����������� ����

u = 0	

��� ������ ��!�� ���� ��������� ��&��������� !���� ��2�����'��

���� ���� �����������	 H������ ����������!����� ���������� � ����

��������� ���������� ��������� ����

∂p
∂r = ρ

(
v2

r + ∂Φd

∂r + ∂
∂r

1
R

)
∂p
r∂ϕ = ρ∂Φd

r∂ϕ
∂p
∂z = ρ

(
∂Φd

∂z + ∂
∂z

1
R

)
ΔΦd = −ρ,

(1)

ρ � �������� ����� p � ��������� v � �������� ������ ���&����	

� -#/ � '�������!��� ��������!��� ���!�� ( ∂
∂φ = 0) ��� ����� ����

������������ ���� ����!��� �������!���� ��)���� "#$ ��� �!��� ������

��'�� ����� �������+&�� ������������ ��2�����'�� ��&����� �+�

��� 2����	 @���!���� !�� ��� ������������ ���� ���&���� ��� �����
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����� ������� v ������� ��� � �� ������� � �������� !�� �� ��&������

�� ���'�������� ���������� ����� � ���������� ������ ���&����

��� �+��� ���!����� ������ ���������	 � -./ ��,� ��� ������������

���� � ��� �!��� �������'�� ���� ��������� � !������� �������������

�������!���� ��)����� ������ ���� ����!����� �� ������� ��2����

��'�� � ��������� ��� � ���� ���� "�� '�$ ��������������� ����	

� ������ ������ ������������ �� �������� ��������� !������� �����

��!�� ��+ ����������+ ��2�����'�+� ��)�� ������� "#$	 %���� ���

)�� �����+ �����'�������+ ������� ��������� ����������� � �����

����� ��������	 E��!��� �������+�� !�� ��)���� ������� �� ���'���

������� ������� �������� ������������ �� ��2�����'�� ����!�����

�� ��!�� ���	 ������� ���!��� �������� �� -#/ � -./� �������� ������

����� �����	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4� �� ������

#.�9#�9998#

de9d�� a95j�(5/�l
#	 �
���	� ��"�� ����� ����� $	�	� ��$�� n�,����� "��� ����

'�������� ������� �������� ���� ���������+&�� ��������

��I����	 �g� #??A� �	 8;� m ;� �	 >98�>#<	

.	 T�
�	 �� ��"�� T�
�	 ��� e���� /���	����	� ����� �����	����!

��"�� $����� /��� 0������� ������ �������� ���������������

���� ����'� �� ��!�� ��� ������ ��� (���+'��	 �������� 4�:

��	 :	�	 5����)� E�0� .99A� m 89� �	 >a	

'����
������� @��
�����
 	 �	��������# #����� ���

����������� ��
	����� 	������ ������
 � ����
�����# ����#

h������� �	�	

+���! &����� K� ����'�	�	 �	�� ��������	�	 
? %���	�	

�,��% ���I ����� ��������� �������� �� ��/� �	
	���� �+

���� +��

E��������� �����+ ����!��

Lu = εu′′+a(x)u′ = f(x, u), x ∈ Ω = (0, 1), u(0) = A, u(1) = B. "#$
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4�������� !�� ��)���� ����!� "#$ ����� ������������� ���� � x = 0	

%������ ����

SN, σ = {xi : xi = xi−1 + hi, x0 = 0, xN = 1, i = 1, . . . , N},

��� hi =
2σ

N
� 1 � i � N

2
� hi =

2(1− σ)

N
�
N

2
< i � N � σ = min

{
1

2
,
2ε lnN

α

}
	

h���� ��� ����!� "#$ ����)�� ����� ������������ ����������

LN
ε u

N
i = ελNxxu

N
i +aiλ

N
x u

N
i = f(xi, u

N
i ), 0 < i < N, uN0 = A, uNN = B, ".$

��� λNx u
N
i =

uNi+1 − uNi
hi+1

� λNxxu
N
i =

(uNi+1 − uNi )/hi+1 − (uNi − uNi−1)/hi
(hi + hi+1)/2

	


�� (��� ����� ���������� �'��� max
i

|u(xi)− uNi | � C lnN/N 	

E�)���� ����� ".$ ��,�� ��� ������� �� ������ �����'��	 5���!��

���� �����'�� ��,�� ��&�������� ������� � ����� ��� ��������!���

�����	

���� n N 	 E�)��� ����!� "#$ �� Sn, σ � ����������� ����������

������ �����������+&�� ".$	 ����� �����)��� �� ������ ���������'��

0 +���� ��� �����	 4����'�� �����&��� ��� �����,���� ��!�����

��)���� ������ lnn/n	 
���� ��������� �� Sn, σ ��)���� ����������

���� � ���� SN, σ � ����& + �������� ���������'��� ������ �� ����

��)��� �������� ���������� ��!��� ��� ���� ε	 
�� ���!)���� ��!�

����� ����� ���� ����� E�!������� -#/	 ���� N = kn� ��� k o '����

!����	 @�����!�� ��)���� ".$ �� Sn, σ � ǔn� � ��,� kn = −n/(N − n)�

kN = N/(N − n)	

F����#
 �� $���' ε � N−1� )	� � ��J������� C� ,�	  �I xi ∈ SN,σ∣∣u(xi)− (knǔ
n(xi) + kNu

N(xi))
∣∣ � C k

ln2N

N2
.

��������� ��!������� ��� (����������� �������,��+&�� �����

!����� �'��� ��!������ ������������� ���������	

E����� ��������� ��� 2��������� ������,� E==4� ����� ##�9#�

99<8a	
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#	 Z4HA7A=4= @�k�� 9HiCB5 @� �W`QPYr_de ^vRYPSdbPRWde cdY P `def^`RWde�

rW�Z_Wde SYdtb^X Z_Wes P ]QW_QVWe X^_Q TT qSSbW^r OZX^YW`Pb [PRQ^�

XPRW`_	 .99;	 \	 >a� m .	 M	 ;#an;.?	

"���������� � #����� #
��#
��������� #�������	
���

�������$���� (������ ���	��� � 	������ ����	

C����'��� @	0	

+�+ ��� zM�����I{� �	�	���[ �K)�� �	��	��� �#!

�� ������ �������� 2����� � !�������� � �(���������� ����� ��

!���� �����!�+��� ���'����� � ������ ��,�� ����+��� ���������� 

���������� ����������� �� ��� � �� ��� �������� ���������� �� � ��

����������� ��������� (���� ���������	 �������� ������� � 2����
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